3 META-LOGIK SYNTHETISCHER RELATIONEN

3-1 Aussagen-Logik

3-2 Quantoren- und Priadikaten-Logik
3-3 Quantitative Logik

3-4 Quantitative Aussagen-Logik

3-5 Quantitative Quantoren-Logik

e Exkurs: Wahrscheinlichkeit und Kausalitit

UBERSICHT

3-1 Aussagen-Logik
Hier wird erldutert, wie man die theoretische Meta-Wahrscheinlichkeit von syntheti-
schen Relationen berechnet, und zwar fiir alle 14 (bzw. 16) Relatoren. Die Relatoren
lassen sich nach ihrer theoretischen Wahrscheinlichkeit einordnen. Als andere Meta-
Werte werden Informationsgehalt und Bestimmtheit eingefiihrt.

3-2 Quantoren-Logik
Die Berechnung der meta-logischen, theoretischen Wahrscheinlichkeit von quantoren-
logischen Relationen ist deutlich schwieriger als bei aussagen-logischen Relationen.
Die Entwicklung entsprechender mathematischer Formeln wird Schritt fiir Schritt vor-
gefiihrt.

3-3 Quantitative Logik
Hier wird zunichst der Wahrscheinlichkeitsbegriff in seinen verschiedenen Varianten
erkldrt. Dann werden auf dem Binomial-Koeffizient autbauende Formeln entwickelt,
nach denen man die theoretische Wahrscheinlichkeit von quantitativen Relationen be-
rechnen kann, in Abhéngigkeit von deren empirischer Wahrscheinlichkeit.

3-4 Quantitative Aussagen-Logik
In diesem Punkt wird speziell die theoretische Wahrscheinlichkeit fiir Relationen an-
gegeben, die eine empirische Wahrscheinlichkeit von p = 1 (deterministisch) oder von
p = 0 (nullistisch) besitzen.

3-5 Quantitative Quantoren-Logik
Thema ist hier die theoretische Wahrscheinlichkeit von Relationen mit den empiri-
schen Wahrscheinlichkeiten p = 1, p < I, p = 0, p > 0. So werden auch die verschie-
denen Formalisierungen von All- und Partikuldr-Aussagen in neuer Weise unter-
scheidbar.

Im meinem Modell wird die Meta-Logik durch Meta-Werte bestimmt. Unter einem Meta-Wert
verstehe ich einen Wert, der einem anderen Wert nachfolgt (griechisch: meta = nach), sich auf
einen anderen Wert bezieht.

Der entscheidende Meta-Wert ist die theoretische Wahrscheinlichkeit p'. Die theoretische
Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf die empirische Wahrscheinlichkeit, insofern ist sie ein
Meta-Wert. Die theoretische Wahrscheinlichkeit erlaubt es, den Informationsgehalt und den
tautologischen Grad einer Relation anzugeben. Und zwar liegt dieser Grad zwischen p' = 1
(Tautologie) und p' = 0 (Kontradiktion).

Dabei werde ich zeigen, dass man nicht nur analytischen Relationen, sondern auch syntheti-
schen Relationen einen Tautologie-Grad zusprechen kann. Es wird zu diskutieren sein, ob
eine synthetische Relation auch streng tautologisch sein kann oder nur partiell tautologisch.
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3 -1 AUSSAGEN-LOGIK

0 Einfithrung

1 Implikation

2 Positiv-Implikation
-3 Systematik

4 Inklusiv / Exklusiv

5 Erweiterungen

3-1-0 Einfiihrung

3-1-0-1 OBJEKT-EBENE UND META-EBENE
Bei einer logischen Relation kann man unterscheiden:
e Objekt-Ebene (Basis-Ebene, empirische Ebene)

o Meta-Ebene (theoretische Ebene)

Die Objekt-Ebene ist die vorgegebene Ebene. Die Meta-Ebene ist eine {ibergeordnete Ebene.
Auf der Objekt-Ebene wird angegeben, welchen Wahrheitswert bzw. welche Grofse eine Re-
lation besitzt. Auf der Meta-Ebene wird angegeben, wie sicher oder wie wahrscheinlich der
Wabhrheitswert oder die Gro3e einer Relation ist.

Das soll an einem Beispiel verdeutlicht werden:
e Objekt-Ebene: X v Y, und zwar kann X v Y den Wahrheitswert + (giiltig) oder — (ungiiltig)
haben. Zunéchst geht man davon aus, dass X v Y giiltig ist, denn sonst wiirde man —(X v Y)
schreiben.
e Meta-Ebene: Hier geht es um die Notwendigkeit (bzw. Wahrscheinlichkeit oder Sicherheit)
des Wahrheitswertes von X v Y. X v Y ist nicht notwendig, aber méglich (vgl. unten).

3-1-0-2 MODELLE DER META-EBENE
Die Notwendigkeit einer Relation (bzw. ihres Wahrheitswertes) ergibt sich in der Aussagen-
Logik aus der Wahrheitstafel.

Die Wahrheitstafel von X v Y ist z. B.:

XvY

+ + +
+

+
+ +

Wie man sieht, steht unter dem Relator v 3mal + und einmal —.

Man kann die Notwendigkeit in verschiedenen Stufen angeben:
e 2-stufig: notwendig / nicht notwendig
Man kdnnte nur 2 Stufen unterscheiden, z. B. notwendig / nicht notwendig.
X V'Y ist demnach nicht notwendig, denn notwendig sind nur Tautologien, bei denen 4mal +
unter dem Relator steht. Man konnte auch zwischen unmoglich / moglich unterscheiden, dann
gehorte X v Y zu méglich; denn unmoglich sind nur Kontradiktionen, bei denen steht 4mal
— unter dem Relator.
e 3-stufig: notwendig / moglich / unmoglich
So kann eine 3-stufige Unterscheidung aussehen; demnach gehorte X v Y zu maoglich, denn
es 1st nicht notwendig und nicht unmoglich.
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e co-stufig

Diese 2 oder 3 Stufen sind aber nicht ausreichend. Man will vor allem im Bereich der Mog-
lichkeit genauer differenzieren; das ist insbesondere bei quantitativen Relationen erforderlich,
wie sich spiter noch zeigen wird. Daher fiihrt man die theoretische Wahrscheinlichkeit ein;
ich kennzeichne sie durch p'.

3-1-0-3 THEORETISCHE WAHRSCHEINLICHKEIT
Die theoretische Wahrscheinlichkeit kann alle, d. h. unendlich viele Werte zwischen 0 und 1
annehmen (vgl. 1-3-0-2).

Unsere Beispiel-Relation X v Y hat eine theoretische Wahrscheinlichkeit von p' = 3/4. Ich
schreibe dafiir: p'[X v Y] =3/4=0,75

Der Wert p' gibt an, wie wahrscheinlich ein Satz (bzw. eine Struktur) allein von der Form
her ist. Wenn ich z. B. einen Satz (eine Struktur) X v Y habe, weill ich — unabhingig von
seinem Inhalt —, dass er mit p' = 3/4 giiltig (wahr) ist, weil er namlich bei 3 von 4 Moglich-
keiten als giiltig gilt.

Man kann auch sagen, dass p' den Grad der Notwendigkeit, den Grad der Sicherheit oder

aber den Grad der Tautologie einer Relation angibt. Auf die wichtige Gleichsetzung: theoreti-
sche Wahrscheinlichkeit = Grad der Tautologie werde ich in 3-1-5-1 genauer eingehen.

3-1-0-4 BERECHNUNG
Es geht jetzt darum, genau zu bestimmen, welche theoretische Wahrscheinlichkeit logische
Relationen bzw. Relatoren besitzen. Dabei geht man von der Wahrheitstafel aus. Und zwar
dividiert man die Anzahl der Welten, in denen ein + unter dem Relator steht, durch die An-
zahl aller Welten, d. h. die Anzahl der Welten, in denen ein + oder — unter dem Relator steht.
D. h. die theoretische Wahrscheinlichkeit wird grundsétzlich so berechnet wie die empiri-
sche Wahrscheinlichkeit, als Quotient von giinstigen und méglichen Fdllen (vgl. 1-3-0-2, 1-3-
0-3). Die theoretische Wahrscheinlichkeit fut somit auf der Kombinatorik, sie gibt an, wie
viele Fille von Kombinationen von + und — es iiberhaupt gibt und wie viele dieser Kombina-
tionen als giiltig definiert sind.

Die theoretische Wahrscheinlichkeit p' wird somit berechnet durch:

Anzahl der Welten, in denen eine Relation positiv i
Anzahl der Welten, in denen die Relation positiv oder negativ ist

Kiirzer: Anzahl der +/Welten bzw. gq(+Welten)
Anzahl aller Welten q(x Welten)

Formal: p'(®)= q(®)/q(P)+ q(—P)=r/n
q(®) =1, q(P) + q(=P) =n

Beispiel: X vY: p'[XvY]= 3(+Weiten) _ 3(+Welten) _
3(+Welten) +1(-Welt)  4(+/—Welten)

Fiir die Negation gilt: p'(—®) =1 —p' (D)
z.Bip [~(XvY)=1-p'[XVvY]=4/4-3/4 =1/4=0,25
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3-1-0-5 SYNTHETISCHE RELATIONEN
Man kann die theoretische Wahrscheinlichkeit auch auf analytische Relationen anwenden
(vgl. Kapitel 4), aber hier geht es um synthetische Relationen. Die theoretische Wahrschein-
lichkeit kann dazu dienen, synthetische Relatoren zu definieren.
Ich hatte als allgemeine aussagenlogische Form einer synthetischen Relation angegeben:
X RS Y, d. h.: ,,X steht zu Y in der synthetischen Relation R.
Oder noch allgemeiner: ® R® .
Wie schon gesagt, kdnnen zwar auch ,X’ oder ,Y’ bereits fiir eine Relation stehen, aber es
handelt sich dann um ‘strukturlose’ Relationen im Sinne der Aussagen-Logik.
Synthetische Relationen X R® Y sind durch ihre theoretische Wahrscheinlichkeit p* be-
stimmt, denn es gilt:
synthetische Relationen: 0 <p'< 1
Konkret bezogen auf 2 Relata (2 Variablen) X, Y bedeutet das:
0/4<p' <4/4.
Anders gesagt: p' = 1/4 v 2/4 v 3/4 (verkiirzte Darstellung).
Allerdings ist dies keine hinreichende Bestimmung, weil ebenfalls gilt:
semi-analytische Relationen: 0 <p' < 1
Denn wie schon erldutert und spiter noch weiter ausgefiihrt: synthetische und semi-
analytische Relationen sind zu unterscheiden. Bei synthetischen Relationen wie X — Y sind
die beiden Relata (X und Y) logisch vollig unabhdngig voneinander, syntaktisch gesprochen:
Vor und hinter dem Relator stehen nur unterschiedliche (deskriptive) Symbole.
Dagegen ist bei semi-analytischen Relationen wie X v 'Y —— X eine (partielle) Abhéngig-
keit zwischen den Relata gegeben, und syntaktisch stimmen die Symbole (partiell) iiberein.
Es wird zu diskutieren sein, ob — abweichend von der obigen Behauptung — synthetische
Relationen doch volistindig tautologisch oder kontradiktorisch sein konnen.

3-1-1 Implikation
3-1-1-1 BESTIMMUNG
Fiir die Implikation X — Y ergibt sich anhand der Wahrheitstafel:

X—>Y
+ + +

+ - —
-+ +
- 4+ —

3+ Welten

=3/4 Man kann schreiben: p'[X — Y] =3/4=0,75
4 £+ Welten

Lies: ,Die theoretische Wahrscheinlichkeit (= der Tautologie-Grad) von X — Y betrigt 3/4°.
Es sei noch einmal betont: Auch wenn die Implikation zu 3/4 tautologisch ist, ist sie nicht
partiell analytisch. Von einer partiell analytischen Implikation kann man grundsétzlich nur
sprechen, wenn vor und hinter dem — partiell die gleichen Zeichen stehen (syntaktisches Kri-
terium). Bzw. wenn man aus dem Vorderglied /Vordersatz partiell das Nachglied / den Nach-
satz ableiten kann (logisches Kriterium). Beides ist bei X — Y nicht gegeben.
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3-1-1-2 NEGATIONEN DER IMPLIKATION
Auch hier ergibt sich p' anhand der Wahrheitstafel:

X—>-Y
1. + - —+
2. + + +-
3. -+ —+
4, -+ +-

P’PX>-Y)=p'(X—>Y)=3/4=0,75

1. -+ + +
2. + + - -
3. - -+ +
4, - -+ -

P I-X->Y)]=1-p'(X>Y)=1/4=0,25

Die doppelte Negation —(X — —Y): + — — — ist dquivalent der Konjunktion X A Y.
p [~(X > =Y)]=p'[XAY]=1/4=0,25

Allgemein gilt: p' [—(®)] =1 — p" (D).
Dies gilt aber nicht nur fiir die theoretische Wahrscheinlichkeit, sondern auch fiir die empiri-
sche Wahrscheinlichkeit: p[—(®)] =1 — p(D)

3-1-1-3 REPLIKATION
Fiir die Replikation gilt wie fiir die Implikation: p'[X « Y] =3/4=0,75

3-1-1-4 AQUIVALENZ
Fiir die Aquivalenz gilt: p'[X <> Y] =2/4=0,5. Nunistja: X > Y < X > Y) A (X <Y)
Man kann berechnen: p' [X <> Y] =p'[X > Y] +p' [X «Y]-1=0,75+0,75-1=0,5

3-1-1-5 KOMPLEXE IMPLIKATION
Beispiel fiir eine Wahrheitstafel bei 3 Variablen X, Y, Z

)

+ o+ <
+]
+ N

+

o+ + + + R

+ + + + + 4+
+ o4
I+ + 4
I+

|
+
+
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Hier gilt: p'[(X > Y) —> Z] =5/8 = 0,63

Allgemein gilt:

Bei 2 Variablen: 2°=4 Reihen bzw. 4 mogliche Welten

Bei 3 Variablen: 2° =8 Reihen bzw. 8 mogliche Welten

Bei 4 Variablen: 2* = 16 Reihen bzw. 16 mégliche Welten usw.
Bei n Variablen: 2" Reihen bzw. 2" mogliche Welten.

3-1-2 Positiv-Implkation

3-1-2-1 BESTIMMUNG
Die Positiv-Implikation kann man wie beschrieben mit vollstindiger oder verkiirzter Wahr-
heitstafel schreiben:

X*>3Y verkiirzte Wahrheitstafel
+ + +

+ — —

X*>Y vollstindige Wahrheitstafel

+ o+ +
+ - —
- 0+
- [ -

Fiir die Berechnung von p' ist dieser Unterschied irrelevant, weil dabei nur die + und — be-
rechnet werden.

pX*>Y]=12=0,

Die Positiv-Implikation hat also mit p = 1/2 den Zufallswert, den man auch normalerweise bei
einer Wenn-dann-Relation von zwei Variablen erwartet.
Fiir die Negation —(X *— Y) gilt (bei der primdren Interpretation) folgender Wahrheitsver-
lauf: —+ I [
Somit ergibt sich:
P (X *>Y)]=12=0,5

Also: p'[X *— Y] =p'[~(X *> Y)]

3-1-2-2 POSITIV-REPLIKATION

X<«*Y
+ + +
+ 0 -
- -+
_u_

Hier gilt, wie bei der Implikation: p'[X «* Y] =1/2=0,5
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3-1-2-3 POSITIV-AQUIVALENZ

X*oY p'[X * Y]=1/3=0,33

Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn man (X *<> Y) definiert als:
X*>Y)A (X<*Y)

+ o+ -
- - O
0 — -
U U N

3-1-2-4 KOMPLEXE IMPLIKATION
Fiir die folgende Implikation mit 3 Variablen ergibt sich:

X*>Y)*>Z
+ + + ++
+ + + - -
+ - - [+
+ - - O
- O+ O+
- o+ ? -
- 0o- 0+
- O - 7 -

Fiir die Berechnung von p' sind wie gesagt nur die + und — relevant, nicht die [.
Somit ergibt sich: p'(X *— Y) *—> Z=1/2=0,5

3-1-2-5 POSITIV-IMPLIKATION UND IMPLIKATION
Unterschiede zwischen Normal-Implikation und Positiv-Implikation

Hier sollen nur exemplarische Hinweise gegeben werden:
¢ Implikation

p'[X > Y] =3/4 p X *>Y] =12
¢ Negation der Implikation
p[—(X > Y)]=1/4 p (X *> Y)] =12

Bei der normalen Implikation hat die Negation eine andere p' als die Position.
Dagegen gilt fiir die Positiv-Implikation: p'[X *— Y] = p'[~(X *— Y)] = 1/2. (Und
das ist liberzeugender.)

e Aquivalenz
pXoY] =24=12 p'[X *& Y]=1/3

Beziehungen zwischen Normal-Implikation und Positiv-Implikation
e Implikation
p'[X—>Y] > p[X*>Y]
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e Negation der Implikation
p'[X—>Y] > p'[~(X*>Y)]
p'[X*> Y] > p'[—(X > Y)]

e Aquivalenz

P X Y] > p[X*o Y]
P X Y] = p[X*>Y]

3-1-3 Systematik

3-1-3-1 GESAMTUBERSICHT

+X +X -X -X

+Y -Y +Y =Y p'
1) Tautologie + + + o+ XTY 4/4=1
2) Disjunktion + + + - XvY 3/4=0,75
3) Replikation + + - + X<«Y 3/4=0,75
4) Prapension + + - - XJy 2/4=0,5
5) Implikation + - + + X->Y 3/4=0,75
6) Postpension + - + - XLy 2/4=0,5
7) Aquivalenz + - - 4+ XoY 2/4=0,5
8) Konjunktion + - - - XAY 1/4=0,25
9) Exklusion - 4+ 4+ 4+ XY 3/4=0,75
10) Kontravalenz - + + - X><Y 2/4=0,5
11) Postnonpension — + — + Xy 2/4=0,5
12) Postsektion - + - - X>=Y 1/4=0,25
13) Pranonpension - - + + X1y 2/4=0,5
14) Préasektion - - + - X—<Y 1/4=0,25
15) Rejektion - - - + XVY 1/4=0,25
16) Antilogie - - - - X1y 0/4=0
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Man kann entsprechend eine Einteilung der Relatoren nach ihrer theoretischen Wahrschein-
lichkeit p" vornehmen:

pT
ol: 4-Welt-Relator: T

e 3/4: 3-Welt-Relatoren: — « Vv |

® 2/4: 2-Welt-Relatoren: <> >< | [ |
e 1/4: 1-Welt-Relatoren: A —< >V

e (: 0-Welt-Relator: L

Lasst man die problematischen Relatoren Tautologator und Antilogator beiseite, so gilt:
Insgesamt gibt es von 14 (2-wertigen) synthetischen Relatoren

4 Relatoren: mit p' = 3/4
6 Relatoren: mitp' =2/4
4 Relatoren: mit pT =1/4

Wie ich schon mehrfach betont habe: Die Einfiihrung des Tautologators und Antilogators
bzw. iiberhaupt die Annahme, es gidbe im synthetischen Bereich (streng) tautologische bzw.
kontradiktorische Relationen, ist problematisch.

Zwar ist es aus systematischen Griinden reizvoll, einen Tautologator und Antilogator einzu-
fiihren, das zeigt ja gerade die obige Ubersicht. Man erhilt so genau 42 = 16 Relatoren, wih-
rend man sich sonst mit 14 Relatoren begniigen muss. Aber diese beiden Relatoren lassen sich
kaum sinnvoll interpretieren (vgl. 3-1-3-4).

Die Alternative, Tautologator und Antilogator als analytische Relatoren zu kennzeichnen,
iiberzeugt noch weniger.

Es gibt m. E. iiberhaupt keine analytischen Relatoren. Zwischen X und Y, als isolierten
Objekten bzw. Variablen, kann gar keine analytische Beziehung bestehen, da X und Y voll-

kommen unabhdngig voneinander sind. Somit ist z. B. X T Y mit Sicherheit nicht analytisch.

3-1-3-2 STUFEN DER THEORETISCHEN WAHRSCHEINLICHKEIT
Es gibt also 5 Grade oder Stufen der theoretischen Wahrscheinlichkeit, die in der Aussagen-
Logik — bei 2 Variablen — vorkommen

(wenn man den Tautologator T und den Antilogator | mit einbezieht).

Folgende Tabelle gibt eine Ubersicht hieriiber:

z. B. Wahrheits- pT

werte
XTY + + + + Tautologie 4/4 =1
X—>Y + -+ + 3/4=10,75
XY + - -+ 2/4=10,5
XAY + - - - 1/4=10,25
X1lY - - - - Kontradiktion 0/4=0
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Diskussion: Man konnte diskutieren, ob z. B. 3/4 wirklich der Meta-Wert von X — Y ist oder
vielleicht doch der Objekt-Wert. Dann wire der Meta-Wert 4°/4* = 64/256 = 1/4 = 0,25. Aber
da dieser Ansatz sich als wenig plausibel erwiesen hat, fiihre ich ihn nicht im Einzelnen aus.
Wichtig ist jedoch, dass man prinzipiell von jeder theoretischen Wahrscheinlichkeit wiederum
die theoretische Wahrscheinlichkeit berechnen kann, also einen Meta-meta-Wert.

3-1-3-3 PARTIELLE TAUTOLOGIE

Ublicherweise bestimmt man synthetische Relationen als vollstindig nicht-tautologisch und
hilt nur analytische Relationen fiir tautologisch (oder kontradiktorisch). Ich halte diese These
aber nicht fiir realistisch. Eine Relation wie X — Y ist zweifelsohne synthetisch, aber sie hat
eine p' von 3/4, ist somit nahe dran an einer Tautologie mit dem Wert p' = 4/4. Das rechtfer-
tigt es, die Relation X — Y partiell tautologisch zu nennen.

AuBerdem muss es moglich sein, X — Y z. B. von X A Y abzugrenzen, das nur eine p' =
1/4 besitzt. Da diese nahe an der Kontradiktion mit dem Wert p' = 0/4 steht, kann man sie
partiell kontradiktorisch nennen.

Synthetische Relationen dazwischen —mit p' =2/4 =1/2 =0,5 — nenne ich neutral.

Ich méchte die synthetischen Relationen mit p' - Werten von 3/4 bis 1/4 hier folgenderma-
Ben einteilen (das wird spéter noch genauer erldutert).

Tautologie-Grad Wabhrscheinlichkeit Beispiel p' Bruch p' dezimal
- Partiell tautologisch: wahrscheinlich X->Y p' >2/4 p'>0,5
- Partiell kontradiktorisch: unwahrscheinlich X AY p'<2/4 p'<0,5
- Kontingent (neutral): zufillig XY p'=2/4 p'=0,5

Streng synthetische Relation
Man kann X A Y in der obigen Liste auch als einzige streng synthetische Struktur bezeichnen.
Denn real existieren primdr Sachverhalte wie X bzw. Anhdufungen von Sachverhalten wie
eben X A Y. Ein Sachverhalt kann giiltig sein oder nicht (jeweils p" = 1/2), eine Kombination
von 2 Sachverhalten erlaubt (streng synthetisch) folgende Kombinationen:

XAY,XAAY, -XAY, =X A=Y (jeweils mit p* = 1/4).
Eine Struktur wie X <> Y ist dagegen sekunddr, sie bedeutet bereits eine Zusammenfassung,
sie entspricht (X A Y) v (=X A =Y).

Von daher wiirde man intuitiv erwarten, dass der Tautologie-Grad von X A Y p' = 0 ist.
Und es mag etwas irritierend sein, dass p'[X A Y] = 1/4 = 0,25. Aber ein Tautologie-Grad
von 0 kommt eben der Kontradiktion zu, somit muss auch ein rein synthetischer Satz einen
Tautologie-Grad > 0 haben, es sei denn, man wéhlt ein ganz anderes Modell. Man kann aber
zeigen, dass fiir streng synthetische Strukturen gilt: 0 <p' <0,5. Denn:

p[X]=0.5

p'[XAY]=025

PIXAY AZ]=0,125
Man sieht, dass mit steigender Anzahl der Variablen die p" eines streng synthetischen Satzes
immer kleiner wird und letztlich gegen 0 geht.

3-1-3-4 SYNTHETISCH-TAUTOLOGISCHE RELATIONEN ?

Ich habe eben dargelegt, dass synthetische Relationen partiell tautologisch (bzw. partiell kont-
radiktorisch) sein konnen. Die Frage stellt sich: Konnen synthetische Relationen auch voll-
stindig tautologisch oder vollstidndig kontradiktorisch sein?
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Nach meiner Definition sind bei einer synthetischen Relation die Relata logisch von einander
unabhdngig bzw. stehen nur unterschiedliche Objekt-Zeichen rechts und links vom Relator.
Bei folgenden Beispielen ist das der Fall, dennoch sind die Relationen analytisch, nimlich
tautologisch bzw. kontradiktorisch:

Tautologie X=(Y 'V 2Y)

Kontradiktion XViaX » YASY

Aber es handelt sich wohl um Schein-Beispiele:
Denn eine Implikation ist eben immer tautologisch, wenn sie als Folgeglied eine (andere)
Tautologie aufweist (hier Y "v" —Y). Egal, welches Vorderglied sie hat: ® = Tautologie.
Und eine Implikation ist immer kontradiktorisch, wenn sie als Vorderglied eine Tautologie

und als Nachglied eine Kontradiktion hat: Tautologie # Kontradiktion.

Manche Autoren fiihren wie beschrieben sogar Junktoren wie Tautologator 1 und Antiloga-
tor L ein, die parallel zu den anderen Junktoren eben durch den Wahrheitsverlauf + + + +
bzw. — — — — bestimmt sind. Ich bezweifle aber, dass es Sinn macht, solche Relatoren einzu-
fiihren. Eine realistische Deutung ist kaum moglich, aber auch eine sprachlogische Funktion
ist kaum erkennbar.

Zusammenfassend: Ich vertrete die These,

dass Tautologie (p* = 1) und Kontradiktion (p* = 0)
im eigentlichen Sinn nur bei analytischen Relationen vorkommen, nicht bei synthetischen
Relationen (und nicht bei semi-analytischen Relationen).

Mit der Frage, ob synthetische Strukturen ganz tautologisch/kontradiktorisch sein konnen,
hiéngt folgende Frage zusammen: Gibt es bei synthetischen Strukturen einen fliefenden U-
bergang von nicht-tautologisch zu tautologisch, wie obige Tabelle in 3-1-3-3 nahe legt. Ist es
wirklich kein Sprung von p' =3/4 zup' =4/4=1? Oder vonp' = 1/4 zup' = 0/4 =0?

Rein quantitativ betrachtet, ist dies zwar (jeweils) ein flieBender Ubergang, aber ich mdchte
es dennoch als einen qualitativen Unterschied sehen. Denn wie gesagt:

trennt p' = 1 versus p' = 3/4 analytisch-tautologische und synthetische Relationen
trennt p' = 0 versus p' = 1/4 analytisch-kontradiktorische und synthetische Relationen.

3-1-3-5 RELATIONEN MIT MEHR VARIABLEN
Wir haben hier bisher immer Relationen mit 2 Variablen betrachtet. Kurz sollen noch einige
Beispiele fiir 3 und 4 Variablen vorgestellt werden:

e 3 Variablen X, Y, Z, n = 3, hier ist der Nenner stets 2> =8
pIXVvYvZ]=7/8

PIIXAYAZ]=1/8

p'[(X—>Y)>Z]=5/8

e 4 Variablen X, Y, V, W, n =4, hier ist der Nenner stets 2*=16
PIXAY) > (VAW)=13/16

P [X—>Y)A (V> W)]=9/16

P IX—>Y)v (Vo> W)=1516

PIX < Y)v (V< W)]=15/16

PIXAY)V(VAW)]=7/16

(Das lésst sich leicht aus den Wahrheitstafeln berechnen.)
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3-1-4 Inklusiv / Exklusiv

3-1-4-1 DISJUNKTION
Fiir das inklusive ,,oder” (v) gilt: p'[X v Y] =3/4 = 0,75
Negation: p' [«(X v Y)]=1-p'[X v Y]=1/4=0,25

3-1-4-2 ABLEITUNG DER DISJUNKTION
Die theoretische Wahrscheinlichkeit der Disjunktion ldsst sich z. B. aus der Konjunktion ab-
leiten:
XVY]<[(XAY)v(XAAY) V(X AY)]
Dann gilt:
PIXVY]=p' [XAY]+p[XA=Y]+p'[-XAY]=1/4+1/4+1/4=3/4

Zwar wiren auch andere Ableitungen moglich, z. B.:
[XVY]< [(XAY) Vv (X><Y)]

Dann gilt:
PIIXVvY]=p' [XAY]+p'[X><Y] =1/4+2/4=3/4

Die Ableitung aus der Konjunktion ist aber am sinnvollsten, weil die Konjunktion eine Art
Basis-Relation ist. Jede Konjunktion (X A Y), (X A =Y), (-X AY) und (=X A —Y) steht fiir
eine mogliche Welt (mit einer bestimmten p') und per Kombinatorik werden diese Welten und
damit auch die Wahrscheinlichkeiten verkniipft.

3-1-4-3 EXKLUSION
Fiir die Exklusion X | Y gilt: p'[X|Y]=3/4=0,75
Negation: p'[—(X|Y)]=p'[X|Y]-1=1/4=025

Ableitung aus der Konjunktion:
PIX|Y]I=p [XA-Y]+p [-XAY]+p[-XA=Y]=1/4+1/4+1/4=3/4

3-1-4-4 KONTRAVALENZ

Fiir das exklusive ,,oder (><) gilt: p'[X >< Y] =2/4=0,5
Negation: p' [~(X ><Y)]=1-p'[X><Y]=2/4=0,5

In diesem Fall gilt: p' [«(X ><Y)]=p'[X><Y]=2/4=1/2=0,5

3-1-4-5 BEZIEHUNGEN
Es lassen sich (u. a.) folgenden Beziehungen zwischen Disjunktion, Kontravalenz und Exklu-
sion angeben:

p'[XVY]>p[X><Y]

p'[X|Y] > p'[X><Y]
p[XVvY]=p'[X]|Y]
p'XVY]+p'[X|Y]-1=p[X><Y]
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3-1-5 Erweiterungen

3-1-5-1 THEORETISCHE WAHRHEIT UND TAUTOLOGIE
Ich habe schon mehrfach geschrieben, dass die theoretische Wahrscheinlichkeit p' auch den
Grad der Tautologie einer Relation angibt, dass p' somit auch fiir den Tautologie-Grad stehen
kann. Zur Erlduterung muss ich etwas weiter ausholen (vgl. dazu 0-5-1-3).
Wir kdnnen unterscheiden:
e Empirische Wahrscheinlichkeit — empirische Wahrheit
e Theoretische Wahrscheinlichkeit — theoretische Wahrheit (Tautologie)

e Empirisch
Auf das Verhéltnis von empirischer Wahrscheinlichkeit und empirischer Wahrheit bin ich in
1-3-0-2 nédher eingegangen. Man kann folgendermaf3en unterscheiden:
Beispiel: p(X —> Y) =4/5
Wahrscheinlichkeits-Deutung: ,Die Wahrscheinlichkeit, dass wenn X, dann auch Y, betréigt
4/5 = 80%’; am iiblichsten ist allerdings die Deutung mit der relativen Hdufigkeit.
Wahrheits-Deutung: ,Die Wahrheit (der Wahrheits-Grad) der Relation bzw. des Satzes:
immer wenn X, dann auch Y, d. h. p(X — Y) = 1, betrdgt 4/5 = 80%’. Diese Deutung ist un-
gewOhnlicher und komplizierter, aber auch legitim.

o Theoretisch

Beim Verhéltnis von theoretischer Wahrscheinlichkeit und theoretischer Wahrheit liegen die

Verhiltnisse etwas anders. Wir konnen zunéchst definieren:

— Theoretische Wahrheit = Tautologie, Grad der theoretischen Wahrheit = Tautologie-Grad

(anstelle von ,theoretischer Wahrheit’ kann man auch von ,logischer Wahrheit’ sprechen,

dieser Begriff ist aber vieldeutig, ich verwende ihn i. allg. nur bei logischen Schliissen).

— Theoretische Falschheit = Kontradiktion, Grad der theoretischen Falschheit = Kontradikti-

ons-Grad, anstelle von ,Grad’ konnte man auch von GrofB3e, Kontradiktions-Grof3e sprechen.
Genauso, wie eine synthetische Relation eine theoretische Wahrscheinlichkeit besitzt, so

besitzt sie also auch einen Tautologie-Grad; das gleiche gilt fiir analytische Relationen.

Beispiel: p'[X — Y] =3/4
(fiir ein quantitatives Beispiel wie p'[p(X — Y) = 1/n] ergibe sich Entsprechendes)
Wahrscheinlichkeits-Deutung: X — Y gilt mit 3/4 = 75% (theoretischer) Wahrscheinlich-
keit, oder: X — Y ist mit 3/4 =75% (theoretischer) Wahrscheinlichkeit wahr.
Wahrheits-Deutung: X — Y ist zu 3/4 =75% wahr
Wichtig ist dabei der folgende Unterschied:
X = Y ist mit 3/4 =75% Wahrscheinlichkeit empirisch wahr (es wire unsinnig zu be-
haupten, X — Y ist mit 3/4 = 75% Wahrscheinlichkeit theoretisch wahr)
X > Yist zu 3/4="75% theoretisch wahr (ist zu 3/4 tautologisch).

Wie ldsst sich die Gleichsetzung von theoretischer Wahrscheinlichkeit und Tautologie be-
griinden? Bzw. wie ldsst sich die Wahrheits-Deutung begriinden?

Man bestimmt eine Tautologie auch so, dass sie in allen moglichen (relevanten) Welten
wahr ist. Z. B. ist X A Y = Y, laut Wahrheitstafel, in 4 von 4 moglichen Welten wahr. Dage-
gen ist X — Y nur in 3 von 4 Welten wahr. Man kann das zu Recht wie folgt interpretieren:

X AY = Y ist vollstiandig, zu 100%, (theoretisch) wahr

X — Y ist nur zu 75% (theoretisch) wahr.
Wie sich spédter noch zeigen wird, ist gerade bei Schliissen die Wahrheits-Deutung sinnvoll.
Sehr viel ausfiihrlicher gehe ich auf diese Thematik in 4-1-5 ein.



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH 511

3-1-5-2 INFORMATIONSGEHALT

Ich habe die theoretische Wahrscheinlichkeit p' beschrieben, die mit dem Tautologie-Grad
identisch ist. Sie gibt an, wie wahrscheinlich eine Relation ist, wenn man zufdillige Verhdltnis-
Se voraussetzt.

Man kann aber einen Gegenwert dazu aufstellen, dies ist der Informationsgehalt oder In-
formationsgrad p' (quasi die theoretische Unwahrscheinlichkeit).

Der Informationsgehalt ist also umgekehrt proportional zur theoretischen Wahrscheinlich-
keit. Das erklart sich folgendermafen: Je (theoretisch) wahrscheinlicher eine Relation ist, des-
to weniger Neues erfahrt man durch die Information, dass sie tatséchlich giiltig ist.

Z.B. X v Y, mit p' = 3/4, konkret: ,,Peter geht ins Kino oder Hans geht ins Kino“. Diese
Relation ist mit 3/4 Wahrscheinlichkeit wahr, hat aber nur 1/4 Informationsgehalt. Wenn ich
erfahre, dass ,,Peter geht ins Kino* wirklich (empirisch) wahr ist, ist der Informationsgewinn
hoch.

Dagegen X A 'Y, ,,Peter geht ins Kino und Hans geht ins Kino®, ist mit p' = 1/4 unwahr-
scheinlich, besitzt aber 3/4 Informationsgehalt; wenn ich erfahre, dass ,,Peter geht ins Kino*
wirklich wahr ist, gibt es keinen (empirischen) Informationsgewinn.

Allerdings haben wir zunidchst mit einem theoretischen Informationsbegriff — entsprechend
der theoretischen Wahrscheinlichkeit — gearbeitet, der darf nicht mit einem empirischen In-
formationsbegriff verwechselt werden. Wenn ich etwas sicher weif3, konnte ich einen empiri-
schen Informationswert von 1 ansetzen, aber der theoretische Wert dndert sich nicht.

Theoretisch stimmt: Je tautologischer eine Struktur ist, desto geringer ist ihre Aussage, also
ihr Informationsgehalt. So hat eine Tautologie iiberhaupt keinen Informationswert.

Allgemein gilt: p'=1—p" (p' =1 wird im Folgenden nur als theoretischer Wert verstanden.)

q(—Welten)

Bzw. wenn man p' direkt berechnet: p'=—1+ " ——
q(+/—Welten)

z. B. Wahrheits- p' p'
werte

XTY + + + + Tautologie 4/4 =1 0/4=0

X—>Y + — + + 3/4=0,75 1/4=0,25

XY + - -+ 2/4=0,5 2/4=0,5

XAY + - - = 1/4=10,25 3/4=0,75

XLy — — — — Kontradiktion  0/4=0 4/4 =1
Dabei gilt:

p'=1 infiniter Informationsgehalt (nicht definiert: Kontradiktion)

p'=0 kein Informationsgehalt (Tautologie)

0<p'<l relevanter Informationsgehalt

Eine synthetische Tautologie oder Kontradiktion sind aber wie gesagt sehr problematisch.

3-1-5-3 BESTIMMTHEIT
Man kann die Bestimmtheit einer Relation berechnen. Ich schreibe dafiir p* Wie ich schon
erldutert habe, p kann allgemein fiir ,,relative Gro3e* stehen, nicht nur fir Wahrscheinlichkeit
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im engeren Sinn. Die Bestimmtheit einer Relation gibt an, wie exakt ich aus einer Relation
ableiten kann, welche Moglichkeit auch Wirklichkeit ist.
Z. B. die Disjunktion, hier gilt:

[XVY]<[(XAY)vVXA=SY) v(EXAY)]
Wenn ich weil3, dass X v Y giiltig ist, weill ich nur, dass (X A Y) v (X A =Y) V(=X AY)
real gilt, aber nicht, welche der 3 Moglichkeiten. Daher p® = 1/3.

Dagegen die Konjunktion X A Y: Hier gilt (trivialerweise): X A Y < X AY.D. h. X A Y
verweist nur auf sich selbst, X A Y ist nur in einem Fall wahr, es ist somit maximal bestimmt,
daher p®= 1.

Die Bestimmtheit einer Struktur p® berechnet sich durch:

1 .
Anzahl der giiltigen Welten

Kurz: p® -

q(+Welten)
Beispiel Wabhrhbheits- p®

Verlauf

XAY +—-—= 1/1 =1 (maximal)
XY +——+ 1/2=10,75
X—>Y +—++ 1/3=10,33
XTX ++++ 1/4 = 0,25 (minimal)
XKX ———- 1/0 (nicht definiert)

T = Tautologie, K = Kontradiktion (anstelle von 1 und J-)
Fiir die Konjunktion schreibt man also z. B.: p°(X A Y) = 1/1 = 1

Unbestimmtheit

Genauso wie zu der theoretischen Wahrscheinlichkeit p* als Umkehrwert den Informations-
gehalt p' gibt, so gibt es zur Bestimmtheit p® den Gegenwert: Unbestimmtheit p°°

Es lassen sich allerdings zwei Modelle der Unbestimmtheit vorstellen:

. pUB —1_ pB
Hier ist die Unbestimmtheit der direkte Umkehrwert der Bestimmtheit.
Beispiel: p?(X A Y) = 1, dann wire p”>(X A Y)=1-1=0

1

q(—Welten)
Die Unbestimmtheit berechnet sich hier also: 1 / Anzahl der negativen Welten.
Beispiel: p°(X A Y) = 1/1, dann wire p"*(X A Y) = 1/3 = 0,33

o pB=

3-1-5-4 BESTIMMTHEIT UND INFORMATIONSGEHALT

Der Grad der Bestimmtheit und der Information stehen im Zusammenhang. Man konnte auch

die Bestimmtheit also einen Informationsgehalt ansehen, der eben nur anders definiert ist.
Wenn gilt: pT = 1/n, somit pI =1 —1/n, dann gilt pB = 1/r. Die Bestimmtheit nimmt also nur

auf die absolute GroBe r (die Welten, in denen die Relation giiltig ist) Bezug.
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Beispiel Wahrheits- p® P
Verlauf

XAYANZ +——————— 1/1 7/8

XAY +——— 1/1 3/4

XY +——+ 1/2 1/2

X->Y +—++ 1/3 1/4

XvYVvZ +++++++- 1/7 1/8

Bei der Konjunktion ndhern sich p® und p' an, wenn die Anzahl der Variablen = n ansteigt,
wie die folgende Ubersicht zeigt.

Beispiel n p° p p' dezimal
XAY 2 1 3/4 0,75
XAYAZ 3 1 7/8 0,88
XAYAZAV 4 1 15/16 0,94
XAYAZAVAW 5 1 31/32 0,97

Beide Informations-Definitionen p' und p® und haben Vor- und Nachteile, wie ich an ver-
schiedenen Fillen zeigen mochte.

e XAY

Geht man von dem Bestimmtheits-Modell p® aus, kann man argumentieren: Wenn ich weiB,
dass X A Y wahr ist, dann weil} ich genau iiber beide Variablen X und Y Bescheid, es gibt nur
eine Moglichkeit, nimlich X A Y. Andere Kombinationen wie z. B. X A =Y sind ausge-
schlossen. Daher besteht ein Informations-Wert von 1.

Geht man von dem Modell der umgekehrten theoretischen Wahrscheinlichkeit p' aus, dann
fragt man: Wie viele Kombinationsmoglichkeiten von X und Y gibt es tiberhaupt? Und in wie
vielen dieser Fille ist X A Y wahr? Antwort hier: in 1 von 4 Welten, also erhélt man den In-
formations-Wert 1/4. In diesem Fall von X A Y scheint mir das Modell p® iiberzeugender,
aber bei der Tautologie ist es anders.

e Tautologie, z. B. X A Y = X

PIX AY = X] =0/4 =0, dagegen p°(X A Y = X) = 1/4 = 0,25. Hier ist der Ansatz p' plau-
sibler, denn man versteht eine Tautologie als ,,inhaltsleer, als redundant, was gut zu dem
Wert p' = 0 passt. Der Wert p°(X A Y = X) = 1/4 = 0,25 ist dagegen nicht unmittelbar ein-
leuchtend. Auch iiberzeugt mehr, dass immer gilt p'[Tautologie] = 0, wihrend sich dagegen
der Wert p®(Tautologie) in Abhingigkeit von n verdndert: bei n = 2: 1/4, bei n = 3: 1/8, bei n
=4:1/16 usw.

e Kontradiktion, z. B. (X AY) A =(XAY)

pl[[(X AY) A =(X A Y)] = 4/4 = 1. Generell gilt: p'[Kontradiktion] = 1. Dies ist natiirlich
problematisch, denn warum soll die Kontradiktion — als logischer Widerspruch, als etwas
Unmogliches — einen Informationsgehalt von 1 besitzen? Zwar ergibt sich das aus dem Sys-
tem, aber es ist doch addquater zu postulieren: Bei der Kontradiktion ist kein Informationsge-
halt p' definiert.

PP(X AY) A —=(X AY))=1/0. Und es gilt generell p®(Kontradiktion) = 1/0. Eine Division
durch 0 ist aber nicht ,.erlaubt®, insofern kann man auch hier davon sprechen, dass bei der
Kontradiktion kein Informationsgehalt definiert ist.

Beide Ansitze, p' und p®, sind aber theoretische GroBen. Davon ist ein empirischer (und ein
psychologischer) Zugang zu unterscheiden.
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3-1-5-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION

Ich mochte Implikation und Positiv-Implikation hinsichtlich der drei wichtigsten, eben defi-
nierten Meta-Werte vergleichen:

1) Theoretische Wahrscheinlichkeit p"

2) Informationsgehalt p'

3) Bestimmtheit p°

Implikation Positiv-Implikation
X->Y —(X->Y) X*>Y —(X*>Y)
Theoret. Wahrsch. p" 3/4 1/4 1/2 1/2
Informationsgehalt p' 1/4 3/4 1/2 1/2

Bestimmtheit p® 1/3 1 1 1
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3 -2 QUANTOREN- UND PRADIKATEN-LOGIK

3-2-0 Einleitung

3-2-1 Implikation

3-2-2 Positiv-Implikation
3-2-3 Systematik

3-2-4 Inklusiv/Exklusiv
3-2-5 Erweiterungen

3-2-0 Einfiihrung

3-2-0-1 BESTIMMUNG
In der traditionellen Quantoren-Logik werden, wie beschrieben, 4 Quantitéits-Stufen unter-
schieden. alle, alle nicht, einige, einige nicht.
Es geht dabei vor allem um folgende Kopula-Relationen:
e All-Relationen (All-Sitze)
- positiv: Alle X sind Y
- negativ: Alle X sind nicht Y
o Partikuldr-Relationen (Partikuldr-Sitze)
- positiv: Einige X sind Y
- negativ: Einige X sind nicht Y

3-2-0-2 PROBLEM DER ZUORDNUNG VON META-WERTEN
Ich habe friither dargelegt, dass ,,alle” bzw. ,,einige* sich primir auf relative Groflen beziehen
(wobei nur in geringem Ausmal Erkenntnisse tiber absolute Groflen abzuleiten sind).

Die theoretische Wahrscheinlichkeit p* verlangt zur Berechnung aber die absoluten GroBen.
Es ist also nicht moglich, einem All-Satz oder Partikulédr-Satz direkt eine theoretische Wahr-
scheinlichkeit p' zuzuweisen. Es sei denn, man fiihrt bei ,.alle” A(X — Y) bzw. klassisch
Ax(Fx — Gx) auf aussagen-logisch X — Y zuriick und wéhlt den strukturellen Wert der
Implikation, also p' = 3/4, was jedoch sehr unbefriedigend wire (und bei ,,einige* auch nicht
weiterfiihrte, weil es hierfiir keinen aussagen-logischen Ausdruck gibt).

Es ist aber moglich, eine Berechnung vorzunehmen, wenn man den quantoren-logischen
Ausdruck in einen prddikaten-logischen umformt bzw. in meiner Terminologie, die allge-
mein-logische Relation in eine individual-logische Relation iibersetzt. Das werde ich im
néchsten Punkt erlautern. (Genauer wird auf die entsprechenden Formeln aber erst im Unter-
kapitel 3-3, Quantitative Logik, eingegangen werden.)

3-2-0-3 EINZEL-BERECHNUNG
Wie beschrieben, gibt es verschiedene Moglichkeiten, All-Relationen und Partikulér-
Relationen zu formalisieren.

Nehmen wir als erstes Beispiel den All-Satz in der Formalisierung: Ax(Fx — Gx). Diese
All-Satz-Implikation ldsst sich folgendermalen in Prddikaten-Logik libersetzen:

Ax(Fx > Gx) < (Fx;—> Gx)) A (Fxo > Gxp) A .. A(Fxp— Gxyp)

Zur Berechnung von p' gehen wir Schritt fiir Schritt vor:
Voraussetzung ist, wie dargelegt wurde: p'[X — Y] = 3/4
en=1 p'[Fx; > Gx,]=3"4'=3/4=0,75
en=2 p'[(Fx; > Gx)) A (Fxy > Gxp)] =3%4*=9/16=0,56
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en=3 P I(Fx; > Gx)) A (Fxa > Gxp) A (Fxs > Gx3)] =3"/4’=27/64=0,42

3-2-0-4 GESAMT-BERECHNUNG
Die Losung ist leicht zu erkennen:

en=1 34" bzw. (3/4)
en=2 3%/4% bzw. (3/4)
en=3 334 bzw. (3/4)°

Offensichtlich gilt also allgemein:
p'[(Fx; > Gx)) A (Fxs > Gx3) A ... A(Fxy > Gx,)] =3"4"
Ein strenger Beweis soll hier nicht durchgefiihrt werden. Im Punkt 3-4-1 wird die Formel fiir
die Berechnung des All-Satzes (und der meisten nachfolgenden Satz-Strukturen) erldutert.
Wenn also gilt:
Ax(Fx - Gx) < (Fx;—> Gx)) A (Fxp > Gxp) Ao A (Fxp— Gxy)
Und:
p'[(Fx; > Gx)) A (Fx; > Gx3) A ... A(Fxy— Gx,)] =3"4"
So kann man indirekt bestimmen:
p'[Ax(Fx = Gx)] = 3"/4"

3-2-0-5 UNTERSCHIEDLICHE BERECHNUNGS-METHODEN
Dieser Punkt ist fiir Spezialisten und kann von anderen Lesern ggf. iibergangen werden.
Man kann hier 2 Ansitze unterscheiden:

e n = Anzahl der x, Nenner 4"
Nach dieser Methode bin ich oben vorgegangen;
z. B p'[(Fx; > Gx)) A (Fx, > Gx,)] =3"4" =3%4*=9/16
Hier wurde festgesetzt: n = 2, weil es 2 x gibt (x; und x;) oder auch weil es 2 Teil-Relationen
(in den Klammern) gibt.

e n = Anzahl aller Variablen, Nenner 2™
Man konnte fiir n aber auch die Anzahl der Variablen (xi, x; F, G) oder der Elementarrelatio-
nen (Fx;, Gx;, Fx,, Gx;) nehmen, dann gélte aber fiir dieses Beispiel n = 4. Noch deutlicher
wird das, wenn man 4 ganz verschiedene, aussagen-logische Variablen einsetzt:

(X —> Y) A (V —> W) bzw. (X] —> Xz) AN (X3 —> X4)
Hier wére es ganz offensichtlich, dass man bestimmen wiirde n = 4 (und nicht n = 2).
Als Basis fiir den Nenner wiirde man dann andererseits nicht mehr 4 nehmen, sondern 2 (ent-
sprechend der Aufteilung in + und — in der Wahrheitstafel).

Natiirlich miisste dann die Formel auf der Basis 2 anders lauten, und zwar z. B.:

p' =3"2/2™ anstatt p' = 3"/4" (ich verwende hier ,m’ zur Unterscheidung von ,n’).
Man erhielte im Beispiel:

p'[(Fx; > Gx)) A (Fxs > Gx)]=3"22" = 32 =3%2*=9/16

e Wurzel-Darstellung
Allgemein kann man fiir den Nenner bestimmen:
4" sei 2™. Wenn die Basis 2 ist statt 4, dann muss die Potenz um den Faktor 2 erhdht sein.

Denn 2 = +/4 . Somit gilt: n x 2=m.
Daher 4' = 2%, 4> =2* 4 =2° 4* = 2% usw.

Noch deutlicher wird der Zusammenhang zwischen Potenz und Wurzel, wenn man folgen-
dermallen schreibt:
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4= (V47,4 = (V4 4 = (V4)', 4 = (J4) usw.

Da (\/Z )= «/4_” kann man die Klammern auch weglassen.
Kommen wir zuriick zu der konkreten Formel (3/4)" : Will man fiir die Basis 2 (wie bei der
Basis 4) dieselbe Hochzahl verwenden, so muss man unter Verwendung des Wurzelzeichens

schreiben: (v/3)™/ (V4)™ = (V3 /44 )™ = (73 /4/4)™. Da wie gesagt gilt V4 = 2, kann man
auch schreiben: (v/3/2 ).

Im Beispiel ergibt sich: p'[(Fx; — Gxi) A (Fxa = Gx2)] =(/3/2)*=9/16
(\/g )* hat also denselben Wert wie in der ersten Formel 3*>.

e Dezimal-Darstellung

Mit Dezimalzahlen ist der Sachverhalt vielleicht noch pragnanter darzustellen:

Die Formel auf der Basis 4 lautet: (3/4)". Dafiir kann man dezimal schreiben: (0,75)".

(3/4)" = (0,75)", somit: (3/4)' = (0,75)' = 0,75, (3/4)* =(0,75)* = 0,56, (3/4)’ =(0,75)° =0.,42,
(3/4)* = (0,75)* = 0,32 usw.

Die Formel auf der Basis 2 lautet wie beschrieben:

(V3/V4Y" bzw. (V3 /4 ).
Dafiir kann man dezimal schreiben: (1/0,75)™ = (4/0,75 )*"
Somit:

(3/4) = (0,75)" =(4/0,75 ™", folglich:
(3/4)' = (0,75)' = (4/0,75)* = 0,75
(3/4) = (0,75)° = (/0,75 )* = 0,56
(3/4) = (0,75)° = (/0,75 )° = 0,42
(3/4)* = (0,75)* = (,/0,75)* = 0,32

Man erhielte im Beispiel:
P [(Fx; > Gx)) A (Fx, > Gx3)]=(4/0,75)* =0,56

Diese Umformungen — vom Nenner 4" zum Nenner 2" bzw. dezimal formuliert — lassen sich
auch auf alle hier verwendeten (strukturgleichen) Gleichungen anwenden, es soll aber genii-
gen, dies hier einmal demonstriert zu haben.

e Vergleich: Beide Berechnungsmethoden haben Vorteile und Nachteile, die hier nicht im
Einzelnen diskutiert werden konnen. Aber gerade bei einer komplexen Relation in priadikaten-
logischer Formalisierung (mit Xy, Xy, ... , X,) bietet sich die erste Methode mit dem Nenner 4"
an, weil dann die Indizes von x mit den Parametern in der Formel iibereinstimmen. Auf3erdem
ist so die Unterscheidung von einfachen Relationen mit 2" als Nenner und komplexen Relati-
onen mit 4" als Basis (bei 2 Variablen) besser moglich. Daher bevorzuge ich die erste Metho-
de.

3-2-1 Implikation

3-2-1-1 NEGATIVER ALL-SATZ
Den positiven All-Satz Ax(Fx — Gx) habe ich bereits im vorigen Punkt analysiert.
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Hier geht es jetzt um den negativen All-Satz Ax(Fx — —Gx).
Fiir den gelten vergleichbare Verhéltnisse.
e Umsetzung in Pradikaten-Logik
Ax(Fx »> =Gx) & (Fx; > —Gx)) A (Fxp > —Gx2) A ..o A (Fxy > —GXxy)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse
p'[Fx, > —Gx,]=3'4'=3/4=0,75
p'[(Fx; > —=Gx1) A (Fx, > —Gx,)] =3%/4*=9/16 =10,56
p'[(Fx; > —Gx;) A (Fxs > —Gx3) A (Fx3 > —Gx3)] =3°/4"=27/64 = 0,42
¢ Allgemeine Berechnung
P [(Fx; > —Gx1) A (Fxa > —=Gx2) A ... A (Fx, > —Gx,)] = 374"
e Ubertragung
p'[Ax(Fx — —Gx)] = 3"/4"

3-2-1-2 NEGIERTER ALL-SATZ
Nun geht es um den negierten All-Satz Ax—(Fx — Gx).
Fiir den gelten veridnderte Verhéltnisse.
e Umsetzung in Priadikaten-Logik
Ax—(Fx = Gx) & —(Fx; = Gx1) A =(Fxa > Gx2) A ..o A =(Fxyp > Gxyp)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse
p'[—(Fx; > Gx))]=1/4"'=1/4=025
p'[=(Fx; = Gxi) A =(Fx; > Gxy)] = 1/4*=1/16=0,06
p'[=(Fx; = Gx1) A —=(Fxs > Gx3) A—(Fx3 > Gx3)] = 1/4’=1/64=0,02
¢ Allgemeine Berechnung
p'[—(Fx; > Gx;) A —(Fxz > GX3) A ... A=(Fx, > Gx,)]=1/4"
e Ubertragung
p' [Ax—(Fx — Gx)] = 1/4"

Natiirlich kann man fiir 1/4" auch 1"/4" oder (1/4)" schreiben und fiir 3"/4" auch (3/4)".
p' [Ax—(Fx — Gx)] + p'[Ax(Fx — Gx)] # 1, auBer im Ausnahmefall n = 1. Und das ist auch
plausibel, denn Ax—(Fx — Gx) ist nicht die Kontradiktion von Ax(Fx — Gx). Das ist nimlich
—Ax(Fx — Gx). Und: p'[Ax (Fx = Gx)] + p'[-Ax(Fx — Gx)] = 1.

Zur genaueren Begriindung dieser und folgender Berechnungen vgl. 3-4-1.

3-2-1-3 PARTIKULAR-SAT Z
Es geht hier um den Partikuldr-Satz (die Partikuldr-Relation): Vx(Fx — Gx)
e Umsetzung in Priadikaten-Logik
Vx(Fx - Gx) & (Fx;—> Gx)) v (Fxa = Gxp) v...v (Fxp = Gxyp)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse
p'[Fx; > Gx;] =@4'-1)4'=3/4=0,75
p'[(Fx; > Gx)) v (Fxs > Gx,;)] = (4% — 1)/4* =15/16 = 0,94
p'[(Fx; > Gx)) v (Fx; > Gxp) v (Fx3 > Gx3)=(4’—1)/4’ =63/64=0,98
¢ Allgemeine Berechnung
p'[(Fx; > Gx)) v (Fx; > Gx3) V..V (Fx, > Gx,)] = @4"— 1)/4"
e Ubertragung
p' [Vx(Fx = Gx)] = (4" — 1)/4"
Die Formel (4" — 1)/4" ist anders als die bisherigen Formeln nicht direkt aus der aussagen-
logischen Wahrheitstafel herzuleiten; sie wird im quantitativen Bereich noch erldutert werden.
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3-2-1-4 NEGATIVER PARTIKULAR-SATZ
Nun geht es um den negativen Partikuldr-Satz (negative Partikuldr-Relation): Vx(Fx — —Gx).
Hier ergeben sich dieselben Verhiltnisse wie bei dem positiven Partikulér-Satz.
e Umsetzung in Priadikaten-Logik
Vx(Fx - —-Gx) < (Fx; > —=Gx)) v (Fx; > —Gx3) v ... v (Fx, > —Gxy)
e Schritt-fiir-Schritt-Analyse
p'[Fx; > —Gx,] =@'—1)/4'=3/4= 0,75
p'[(Fx; &> —Gx)) v (Fxs > —Gxy)] = (4* — 1)/4> =15/16 = 0,94
p'[(Fx; > —=Gx1) v (Fx > —Gx2) v (Fx3 > —Gx3) = (4° — 1)/4° = 63/64 = 0,98
¢ Allgemeine Berechnung
p'[(Fx; > —Gx)) v (Fx; > —Gx2) V... v (Fx, > —Gx,)] = (4" - 1)/4"
e Ubertragung
p'[Vx(Fx —» —Gx)] = (4" — 1)/4"

3-2-1-5 NEGIERTER PARTIKULAR-SATZ
Es geht hier um den negierten Partikulédr-Satz (die Partikuldr-Relation): Vx—(Fx — Gx)
e Umsetzung in Priadikaten-Logik

Vx—(Fx - Gx) < —(Fx; > Gx)) v —(Fx; > Gx2) v ... v —=(Fx, > Gx,)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse

p' [—(Fx; > Gx;)] =@ -3"4'=1/4= 0,25

p'[=(Fx; = Gx1) v —(Fx; »> Gxp)] = (4> —3%)/4> =7/16 = 0,44

p'[=(Fx; = Gx)v —(Fx; > Gxz) v —(Fx3 > Gx3)=(4"—3")/4’=37/64=0,58
¢ Allgemeine Berechnung

p'[—(Fx; > Gx;)v —(Fxs > Gx2) Vv ...v —(Fx, > Gx,)] = (4" —3"/4"
e Ubertragung

p' [Vx—(Fx — Gx)] = (4" - 3")/4"

AbschlieBBend hierzu sei eine Verbindung quantoren-logischer Relationen untersucht:
Ax—(Fx = Gx) ><"Vx(Fx — Gx)

Diese beiden Relationen sind also kontradiktorisch.
Somit muss gelten: p' [Ax—(Fx — Gx)] + p'[Vx(Fx — Gx)] = 1

Wir hatten angegeben:
p' [Ax—(Fx - Gx)] = 1/4"
p' [Vx(Fx — Gx)] = (4" — 1)/4"
Daher muss gelten:
p [Ax—(Fx = Gx)] = 1 — (4" — 1)/4" bzw.
p' [Vx(Fx — Gx)] =1 - 1/4"

Beispiel : n =2, somit
p' [Ax—(Fx — Gx)] = 1/4*=1/16
p' [Ax—(Fx — Gx)] = (4*— 1)/4* =15/16
Es gilt also wie gefordert:
p' [Ax—(Fx — Gx)] = 1 —(4*—1)/4> =1-15/16=16/16 — 15/16 = 1/16
p' [Vx(Fx —» Gx)] =1—(1/4*) =1-1/16=16/16 — 1/16 = 15/16

Wie beschrieben kann man vor allem die Partikuldr-Sdtze auch anders formalisieren, wo-
durch sich auch andere p'-Werte ergeben. Dazu komme ich im Punkt 3-3.



520 Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

3-2-2 Positiv-Implikation

Nun hatte ich (in 1-2-1-5, 1-2-3 u. a.) gezeigt, dass die All- und Partikuldr-Aussagen mit der
herkommlichen Implikation — zu Problemen fithren. Dagegen ist die Verwendung der Posi-
tiv-Implikation *— hier weitgehend unproblematisch. Daher seien nachfolgend dieselben
Aussagenformen noch einmal mit der Positiv-Implikation untersucht.

3-2-2-1 ALL-SATZ
Hier geht es um den positiven All-Satz Ax(Fx *— Gx).
e Umsetzung in Priadikaten-Logik

Ax(Fx *> Gx) < (Fx; *> Gx)) A (Fxp *> Gx) A ... A (Fx, *—> Gxy)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse

p'[Fx; *> Gx]=12'=1/2=0,5

p'[(Fx; *— Gxi) A (Fx2 *—> Gxp)]=1/2°=1/4=0,25

pT[(Fx1 *— Gx)) A (Fx2 *> Gx3) A (Fx3 *—> Gx3)] = 1/2°=1/8 = 0,13
¢ Allgemeine Berechnung

p'[(Fx; *= Gxi) A (Fx2 ¥ Gx2) A ... A (Fx, *— Gx,)] = 1/2"
e Ubertragung

p'[Ax(Fx *— Gx)] = 1/2"

3-2-2-2 NEGATIVER ALL-SATZ
Jetzt geht es um den negativen All-Satz Ax(Fx *— —Gx). Dabei gelten dieselben Verhéltnis-
se.
e Umsetzung in Pradikaten-Logik

Ax(Fx *> -Gx) < (Fx; *> —-Gx)) A (Fx3 *> —Gxp) A ... A (Fx, *—> —Gxy)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse

p'[Fx; *=> —Gx;]=12'=1/2=0,5

p'[(Fx; *— —=Gx)) A (Fxy ¥*— —Gx)]=1/2*=1/4=0,25

p'[(Fx; *= —Gx1) A (Fx; *— —=Gxz) A (Fxs *— —Gx3)]=1/2°=1/8=0,13
¢ Allgemeine Berechnung

p'[(Fx; *— —=Gx1) A (Fxy *— —=Gx3) A ... A (Fxy ¥ —Gx,)] = 1/2"

e Ubertragung

p'[Ax(Fx *— —Gx)] = 1/2"

3-2-2-3 NEGIERTER ALL-SATZ
Nun zum negierten All-Satz Ax—(Fx *— Gx).
e Umsetzung in Priadikaten-Logik

Ax—(Fx *> Gx) & —(Fx; *> Gx)) A =(Fx2 *—> Gx2) A ... A —(Fx, *> Gxyp)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse

p'[=(Fx; *—> Gx))]=12'=1/2=0,5

p' [—(Fx; *= Gxi) A —(Fxs *—> Gx)]=1/2*=1/4=0,25

p' [—(Fx; *> Gxi) A =(Fx2 *> Gx3) A —(Fx3 *> Gx3)] = 1/2°=1/8=0,13
¢ Allgemeine Berechnung

p'[=(Fx; *— Gxi) A —(Fx2 *— Gx3) A ... A —(Fx, *— Gx,)] = 1/2"
e Ubertragung

p'[Ax—(Fx *— Gx)] = 1/2"
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Auch hier ergibt sich also dieselbe Formel.

3-2-2-4 PARTIKULAR-SATZ
Hier sei der Partikuldr-Satz Vx(Fx *— Gx) analysiert.
e Umsetzung in Priadikaten-Logik

Vx(Fx *> Gx) *< (Fx; *> Gx)) v (Fxp *> Gxp) v.. v (Fx, *> Gxp)
e Schritt-fiir-Schritt-Analyse

p'[Fx; *> Gx]=Q2'-DR2'=12=05

p'[(Fx; *> Gx)) v (Fx2 *> Gx,)] = (2> -1)/2*=3/4=0,75

p'[(Fx; *> Gx))v (Fx» *> Gx») v (Fx; *— Gx3)]=(2° - 1)/2°=7/8=0,88
¢ Allgemeine Berechnung

p'[(Fx; *> Gx))v (Fx2 *> Gx3) V..V (Fx, *> Gx,)]= (2" 1)/2"
e Ubertragung

p'[Ax(Fx *— Gx)] = (2"—1)/2"

3-2-2-5 NEGIERTER PARTIKULAR-SATZ
Jetzt zum negierten Partikulédr-Satz Vx—(Fx *— Gx). Dabei ergibt sich dasselbe Ergebnis
wie beim positiven Partikuldr-Satz.

e Umsetzung in Priadikaten-Logik

Vx—(Fx *— Gx) *< —(Fx; *—> Gxp) v =(Fxz *—> Gxp) v ... v =(Fx, *—> Gx,)
e Schritt-flir-Schritt-Analyse

p'[=(Fx; *= Gxp]=@2'-1)2'=1/2=0,5

p'[=(Fx; *— Gx;) v =(Fx2 *> Gxp)] = (2> -1)2*=3/4=0,75

p'[=(Fx; *= Gx;) v =(Fx2 *> Gxz) v —=(Fx3 *> Gx3)] =(2° -1)2°=7/8=0,88
¢ Allgemeine Berechnung

pI[(Fx; *> Gx))v (Fx; *> Gx3) v ...v (Fx, *— Gx,)]= (2" -1)12"
e Ubertragung

p'[Ax(Fx *— Gx)] = (2"-1)/2"

3-2-3 Systematik

Ich habe in den fritheren Kapiteln 5 Modelle unterschieden, wie man All-Relationen und Par-
tikuldr-Relationen darstellen kann, und die Vor- und Nachteile dieser Modelle diskutiert. Hier
soll nun die theoretische Wahrscheinlichkeit p" fiir die 5 Modelle berechnet werden.

3-2-3-1 MODELL 1: IMPLIKATION UND NEGIERTE IMPLIKATION
Ein besonders systematisches Modell ist das folgende: dabei werden alle Strukturen mit der
Implikation formalisiert (bei der Negation steht das Negationszeichen vor der Klammer). ,,Al-
le* und ,,alle nicht* werden hier so formalisiert, wie es bei der quantifizierten Aussagen-Logik
vorgenommen wurde.

Ein Problem bei diesem Modell ist, dass der Wert pT von ,,alle F sind G* und ,,alle F sind
nicht G* ganz unterschiedlich ist, was jedenfalls unserer normal-sprachlichen Interpretation
widerspricht. Entsprechendes gilt fiir ,,einige®.
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1. alle F sind G

Quantoren-Logik: Ax(Fx —» Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; & Gxi) A (Fx; &> Gx3) A ... A(Fxp > Gxp)
T n;qn

p =374

2. alle F sind nicht G

Quantoren-Logik: Ax—(Fx — Gx)

Pradikaten-Logik: —(Fx; &> Gx;) A =(Fx; &> Gx3) A ... A =(Fx, > GXxy)
T n

p =1/4

3. einige F sind G

Quantoren-Logik: Vx(Fx —» Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; —» Gx;) v (Fx; = Gx3) v ... v (Fx, —> Gx,)
pl=@4"-1)4"

4. einige F sind nicht G

Quantoren-Logik: Vx—(Fx —» Gx)

Pradikaten-Logik: —(Fx; — Gx;) v =(Fx2 = Gxz) v...v =(Fx, > Gxy)
1:)T — (4n _ 3n)/4n

3-2-3-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

1. alle F sind G

Quantoren-Logik: Ax(Fx — Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; —> Gxj) A (Fx; &> Gx3) A ... A (Fxp, > GXy)
T n, n

p =374

2. alle F sind nicht G

Quantoren-Logik: Ax(Fx - —Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; —> —Gx)) A (Fx; &> —Gx2) A ... A (Fxy, > —GXy)
T n, n

p =374

3. einige F sind G

Quantoren-Logik: Vx(Fx — Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; —» Gx;) v (Fx; = Gx3) v ... v (Fx, > Gx,)
pl=@4"-1)4"

4. einige F sind nicht G

Quantoren-Logik: Vx(Fx —» —Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; » —Gx)) v (Fxa > —Gx2) v ... v (Fx, > —Gxy)
pl=@4"-1)4"

3-2-3-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION
1. alle F sind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx A Gx) [dies ist dquivalent Ax—(Fx —> —Gx)]
Piédikaten—Logik: (Fx; A Gx)) A (Fxo A GX2) Ao A (FXp A GXy)
p =1/4"



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH 523

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax(Fx A =Gx) [dies ist dquivalent Ax—(Fx — Gx)]
Pradikaten-Logik:(Fx; A —=Gx1) A (Fx2 A =GX3) A ... A (Fxp A —GXp)
T n
p =1/4

3. einige F sind G

Quantoren-Logik: Vx(Fx A Gx) [dies ist Aquivalent Vx—(Fx — —Gx)]
Pradikaten-Logik: (Fx; A Gx1) v (Fxo A GXp) Vv ... v (Fxp A Gxyp)

pT — (4n _ 3n)/4n

4. einige F sind nicht G

Quantoren-Logik: Vx(Fx A —=Gx) [dies ist 4quivalent Vx—(Fx - Gx)]
Pradikaten-Logik: (Fx; A =Gx1) v (Fxo A =Gx2) Vv ... v (Fxy A =GXy)
1:)T — (4n _ 3n)/4n

3-2-3-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION

Dieses Modell ist das am weitesten verbreitetste. Danach werden All-Sédtze und Partikulér-
Sétze unterschiedlich formalisiert, A/[-Sdtze mit der Implikation und Partikuldr-Sditze mit der
Konjuktion. Dieses Modell hat wie beschrieben erhebliche Schwichen, sein Vorteil ist, dass
die p"-Werte von positiven und negativen All-Sitzen iibereinstimmen und ebenso die von
positiven und negativen Partikuldr-Satzen.

1. alle F sind G

Quantoren-Logik: Ax(Fx —» Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; & Gx;) A (Fx; &> Gx3) A ... A (Fxy, > Gxp)
T n;qn

p =374

2. alle F sind nicht G

Quantoren-Logik: Ax(Fx —» —Gx)

Pradikaten-Logik:(Fx; &> —Gx;) A (Fx; &> —Gx3) A ... A (Fx, > —GX,)
T n;qn

p =374

3. einige F sind G

Quantoren-Logik: Vx(Fx A Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; A Gx;) v (Fxz A Gx2) Vv ... v (Fx, A GXy)
1:)T — (4n _ 3n)/4n

4. einige F sind nicht G

Quantoren-Logik: Vx(Fx A =Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; A =Gx;) v (Fxa A =Gx3) Vv ... v (Fx, A =GXy)
pT — (4n _ 3n)/4n

3-2-3-5 MODELL 5: (NEGIERTE) POSITIV-IMPLIKATION

Das folgende Modell hat, wie frilhere Analysen gezeigt haben, viele Vorteile. Und ist auch
hinsichtlich der p'-Werte iiberzeugend. Denn auch hier gilt, dass die p'-Werte von positiven
und negativen All-Sétzen iibereinstimmen und ebenso die von positiven und negativen Parti-
kuldr-Satzen.
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1. alle F sind G

Quantoren-Logik: Ax(Fx *— Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; *— Gx)) A (Fx2 *> Gx) A ... A (Fxp *— Gxy)
T n

p =12

2. alle F sind nicht G

Quantoren-Logik: Ax—(Fx *— Gx)

Pradikaten-Logik: —(Fx; *— Gx;) A =(Fx2 *— Gx)) A ... A =(FXx, *—> GXy)
T n

p =12

3. einige F sind G

Quantoren-Logik: Vx(Fx *— Gx)

Pradikaten-Logik: (Fx; *— Gx;) v (Fx; *> Gx3) v ... v (Fx, *> Gx,)
T n n

p =Q2"-12

4. einige F sind nicht G

Quantoren-Logik: Vx—(Fx *— Gx)

Pradikaten-Logik: —(Fx; *— Gx;) v =(Fx; *> Gx,) v ... v —(Fx, *—> Gxy)
T n n

p =2"-1)2

3-2-4 Inklusiv / Exklusiv

3-2-4-1 DEFINITION
In der exklusiven Quantoren-Logik ist das ,,einige” anders definiert als in der herkdmmlichen,
inklusiven Quantoren-Logik (vgl. 1-2-4). ,,Einige* wird hier im Sinne von ,,genau einige*
verstanden. Ich verwende dafiir den Quantor 3. ,,Genau einige x sind F*“ schreibt man dann
als:

Ix(Fx) bzw. Ix(x € F)
Natiirlich betrifft die Exklusivitét auch negierte Relationen wie:

Ix—(Fx) oder —3x(Fx)

Ich habe beim inklusiven ,,einige* drei mogliche Formalisierungen angefiihrt und diskutiert:
e Vx(Fx —» Gx)
o Vx(Fx A Gx)
o Vx(Fx *—> Gx)

Entsprechend werde ich in der exklusiven Quantoren-Logik drei Varianten unterscheiden:
e Ix(Fx —» Gx)
e Ix(Fx A Gx)
e Ix(Fx *— Gx)
Mann kann z. B. von p'[Ix(Fx — G)] wiederum eine pridikaten-logische Umformulierung
vorzunehmen: Ix(Fx - G) < (Fx; - Gx)) ><(Fx; - Gxp) ><..>< (Fx,; — Gxy).
Von diesen drei Varianten soll die theoretische Wahrscheinlichkeit p* berechnet werden.

3-2-4-2 FORMALISIERUNG MIT IMPLIKATION
Es sei daran erinnert, dass gilt:
(D) & V(D) A V(D)
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D. h. bei der Implikations-Formalisierung:
Ix(Fx > G) < Vx(Fx > Gx) A Vx—(Fx > Gx)
Ix(Fx — G) ist also quasi die Schnittmenge von Vx(Fx —» Gx) und Vx—(Fx - Gx).
Um die theoretische Wahrscheinlichkeit p'[Ix(Fx — Gx)] zu berechnen, kann man daher
p [Vx(Fx > Gx)]und p'[Vx—(Fx — Gx)] heranziehen, die bereits bekannt sind.
Es kann hier nicht im Einzelnen der komplizierte Weg der Berechnung vorgefiihrt werden.
p' [Vx(Fx > Gx)] = (4" - 1)/4"
p' [Vx—(Fx — Gx)] = (4" - 3")/4"
Daraus berechnet man:
p'[3x(Fx > Gx)]=(4"-3"-1)/4"

3-2-4-3 FORMALISIERUNG MIT KONJUNKTION
Hier gilt:
Ix(Fx A Gx) < Vx(Fx A Gx) A Vx—(Fx A Gx)
Nun gilt:
Vx(Fx A Gx) < Vx—(Fx > —Gx)
Vx—(Fx A Gx < Vx(Fx - —Gx)
Von daher bestehen gleiche Verhéltnisse wie bei 3x(Fx — Gx).
Somit ergibt sich dasselbe Ergebnis wie in 3-2-4-2:
p'[3x(Fx A Gx)] = (4" -3"-1)/4"

3-2-4-4 FORMALISIERUNG MIT POSITIV-IMPLIKATION
Hier gilt: 3x(Fx *—> Gx) *< Vx(Fx *—> Gx) A Vx—(Fx *> Gx)
Ix(Fx *— Gx) ist also quasi die Schnittmenge von Vx(Fx *— Gx) und Vx—(Fx *— Gx).
Um die theoretische Wahrscheinlichkeit p'[3x(Fx *— Gx)] zu berechnen, kann man daher
auf deren Werte zuriickgreifen.

p' [Vx(Fx *— Gx)]=(Q"-1)2"

p' [Vx—(Fx *— Gx)] =" - 1)/2"
Daraus berechnet man:

p'[3x(Fx *— Gx)] = (2" -2)/2"

3-2-4-5 L EINIGE*“ UND ,,EINIGE NICHT*
In der exklusiven Logik gilt: 3(®) <> IF—(D). Sprachlich: ,,Wenn genau einige F auch G sind,
ist dies dquivalent damit, dass genau einige F nicht G sind*“. Entsprechendes gilt dann natiir-
lich fiir p'.

p' [3x(Fx > Gx)] = p'[Ix—(Fx > Gx)] = (4"—3"-1)/4"

p'[3x(Fx A Gx)] = p'[IFx—(Fx A Gx)] = (4" - 3"-1)/4"

p'[3x(Fx *— Gx)] = p'[Ix—(Fx *—> Gx)]=(2" - 2)/2"

3-2-5 Erweiterungen
Hier soll die Entwicklung der theoretischen Wahrscheinlichkeit p’ (bei steigendem n) fiir ver-
schiedene Formalisierungen quantoren-logischer Relationen aufgezeigt werden.

3-2-5-1 ALL-SATZ
Es geht hier zunédchst um die A/l-Relation bzw. den All-Satz Ax(Fx — Gx).
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Nun gilt, wie beschrieben: p'[All-Satz] = 3"/4", formal:
p' [AX(Fx = Gx)] = p'[(Fx; > Gx)) A (Fxs > Gx2) A ... A (Fx, > Gx,)]=3"4"

n Formel Bruch dezimal
T 374 374 0,75
2 3%/4 9/16 0,56
3 3343 27/64 0,42
4 3%/4* 81/256 0,32
5 3°/4° 243/1024 0,24

n steht also fiir also die Anzahl der x bzw. die Anzahl der Implikationen Fx, » Gx,,..
Und mit steigendem n nimmt p' ab. Dies heiBt konkret, dass die theoretische Wahrschein-
lichkeit p* eines All-Satzes gegen 0 geht, wenn n gegen oo geht.

Umgekehrt gilt: Je groBer n, desto hoher der Informationsgehalt p* des All-Satzes.
Dabei gilt: p' =1—p' bzw. p'=1-p"
Schon bei n = 5 hat sich das Verhaltnis von p' und p' etwa umgekehrt. p" ist nur noch 0,24
(1/4), p' ist 0,76 (3/4).

3-2-5-2 PARTIKULAR-SATZ MIT IMPLIKATION
Es geht hier um die Relation Vx(Fx — Gx). Dabei gilt:
p [Vx(Fx = Gx)] = p'[(Fx; > Gx;) v (Fxs > Gx2) V... v (Fx, > Gx,)] = (4" - 1)/4"

n Formel Bruch dezimal

1 @4'-1)y4"  3/4 0,75

2 4*— 14> 15/16 0,94

3 4 -1)/4  63/64 0,98

4 4'— 14" 255/256 0,99 (= 1)
5 @ -1)y4  1023/1024 =1

p'[Vx(Fx — Gx)] hat als Minimum den Wert 0,75. Es steigt sehr steil an, schon bei n = 4 ist
quasi der Wert 1 erreicht (beim Aufrunden bei 2 Stellen erhilt man bereits p' = 1). Umge-
kehrt ist der Informationsgehalt p' von Vx(Fx — Gx) gering, und so ist schon bei n = 4 der
Wert von p'[Vx(Fx — Gx)] nahe 0.

3-2-5-3 PARTIKULAR-SATZ MIT KONJUNKTION
Es geht hier um die Relation Vx(Fx A Gx). Dabei gilt:
p [Vx(Fx A Gx)] = p'[(Fx; A Gx)) vV (Fxy A GX2) V...V (Fxa A Gx,)] = (4" - 3")/4"

n Formel Bruch dezimal
1 4'-3y4' 14 0,25
2 4*-3%/4*  7/16 0,44
3 4 -3%4  37/64 0,58
4 4*=3%4"  175/256 0,68
5 4 —-3%)/4  781/1024 0,76
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Die theoretische Wahrscheinlichkeit p' von Vx(Fx A Gx) betrigt also minimal 0,25, und sie
bewegt sich wesentlich langsamer auf 1 zu als p'[Vx(Fx — Gx)].

3-2-5-4 ALL-SATZ MIT POSITIV-IMPLIKATION
Es geht hier um die Relation Ax(Fx *— Gx). Dabei gilt:
p' [AX(Fx *— Gx)] = p'[(Fx; *> Gxi) A (Fxz *—> Gx2) A ... A (Fx, *—> Gx,)] = 1/2"

n Formel Bruch dezimal
1 172! 12 0,5

2 1/2° 1/4 0,25

3 1/23 1/8 0,13

4 1/2* 1/16 0,06

5 1/2° 1/32 0,03

Der All-Satz mit Positiv-Implikation unterscheidet sich deutlich von dem All-Satz mit Nor-
mal-Implikation. p'[Ax(Fx *— Gx)] geht viel schneller gegen 0, es fillt jeweils um die Half-
te, bei n = 5 ist der Wert nur noch: 0,03. Dagegen ist p' [Ax(Fx — Gx)] = 0,24 bei n = 5. Um-
gekehrt ist der Informationsgehalt von Ax(Fx *— Gx) deutlich hoher als bei Ax(Fx — Gx).

3-2-5-5 PARTIKULAR-SATZ MIT POSITIV-IMPLIKATION

Es geht hier um die Relation Vx(Fx *— Gx). Dabei gilt:

p' [Vx(Fx *— Gx)] = p'[(Fx; *= Gx) v (Fx; *—> Gx3) v ... v (Fxy *— Gxy)] = (2" - 1)/2"
Nun gilt: p'[Vx(Fx *— Gx)] =1 —p'[Ax(Fx *— Gx)]

Somit gilt auch: p'[Vx(Fx *— Gx)] =1 — 1/2". Dies lasst sich leicht erkliren: Ersetzt man die

lin 1 — 1/2" durch 2"/2", dann erhdlt man (2" — 1)/2".

n Formel Bruch dezimal
1 1-1/2! 1/2 0,5

2 1-1/2? 3/4 0,75

3 1-1/2° 7/8 0,88

4 1-12° 15/16 0,94

5 1-1/2° 31/32 0,97

Hier ist p' = 0,5 der Minimalwert, dann steigt p" schnell in Richtung 1.
p'[Vx(Fx — Gx)] mit der Normal-Implikation nihert sich allerdings noch schneller der 1 an.
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3 -3 QUANTITATIVE LOGIK

3-3-0 Einfiihrung

3-3-1 Implikation

3-3-2 Positiv-Implikation
3-3-3 Systematik

3-3-4 Inklusiv / Exklusiv
3-3-5 Erweiterungen

3-3-0 Einfiihrung

3-3-0-1 OBJEKT-EBENE UND META-EBENE QUANTITATIV
Bei einer logischen Relation kann man unterscheiden:
e Objekt-Ebene (Basis-Ebene, empirische Ebene)
e Meta-Ebene (theoretische Ebene)
Dies wurde schon bei der Aussagen-Logik erldutert. Aber jetzt geht es darum, dies im quanti-
tativen Bereich zu prézisieren.
Die Objekt-Ebene ist die vorgegebene Ebene. Die Meta-Ebene ist eine iibergeordnete Ebe-
ne. Auf der Objekt-Ebene wird angegeben, welche Grdfle eine Relation besitzt.
Dabei kann es um die absolute oder relative, die implizite oder explizite Gro3e gehen.

e Explizite Groflen
- absolute GroBe: q(X —> Y) =r
- relative GroBe: p(X —> Y)=1/n
e Implizite (relative) Grofen
- Relation mit impliziter Grofle: X —> Y
- verborgene Grole von X - Y: p(X > Y) =1

»X — Y in der Aussagen-Logik steht wie beschrieben fiir p(X — Y) = 1, die 1 wird nur
nicht genannt. Und p(X — Y) = 1 steht wiederum fiir p(X — Y) =1/n = 1, wobei r = n. Nur
bleibt der Wert von r und n verborgen — der aber gerade fiir die Berechnung der theoretischen
Wahrscheinlichkeit von Wichtigkeit ist.

Die Logik bezieht sich im Wesentlichen auf relative Grof3en, wobei die herkdmmliche Lo-
gik liberwiegend mit impliziten GroBen arbeitet.

Ich habe in den vorherigen Kapiteln 1 und 2 fast ausschlieBlich die Objekt-Ebene behandelt.
Hier geht es quantitativ vorrangig um die relative Hdufigkeit oder empirische Wahrschein-
lichkeit. Davon zu unterscheiden ist eine Meta-Ebene. Dort wird der Objekt-Groffe eine Meta-
Grofse zugeordnet, und zwar primér die theoretische Wahrscheinlichkeit.

Diese Meta-Grof3e zeigt an, wie viele Mdglichkeiten der Verteilung es gibt nach den Regeln
der Kombinatorik. Anders gesagt, wie wahrscheinlich die Objekt-Grofe ist, wenn man zufdl-
lige Verhiltnisse voraussetzt. Dieses Mal} dient dazu, den Tautologie-Grad bzw. den Informa-
tionsgehalt der Relation anzugeben, und zwar sowohl von synthetischen wie von analytischen
Relationen.

3-3-0-2 OBJEKT- UND META-WAHRSCHEINLICHKEIT
Ich gehe zunéchst von der Kopula-Grundstruktur ,,X ist (ein) Y* aus, und zwar folgendem
Beispiel: 2 von 3 X sind Y. Das kann empirisch ermittelt sein oder eine Festsetzung.
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¢ Objekt-Ebene: 2 von 3 X sind Y
absolute GrofBle q = 2
relative GroBBe (bzw. Wahrscheinlichkeit) p =2/3 = 0,66

e Mogliche Verteilung
Fir ,, X ist Y* steht ein +, fiir ,, X ist nicht Y* steht ein —.
In der nachfolgenden Tabelle bedeutet konkret z. B.
Xi+: Xgist Y  Xy—: XjistnichtY

X1 X2 X3
1. + o+ o+
2.+ o+ -
3.+ -+
4. + - -
5. - o+ o+
6. - + -
7. - -+
8. - - -

Wie man sieht, gibt es 8 mogliche Verteilungen. Und in 3 von den 8 Verteilungen gilt: 2 von
3 X sind Y. Namlich in der 2. 3, und 5. Zeile.

Man kann auch sagen: Es gibt 8 mégliche Welten. Und in 3 von den 8 Welten sind 2 X von
3 X auch Y. Diesen Wert 3/8 kann man ,Meta-Wahrscheinlichkeit’ nennen.

e Meta-Werte
absolute Grofle: q =3
relative GroBe (Wahrscheinlichkeit): p’ = 3/8 = 0,375
Auch bei den Meta-Werten ist die relative Grofse entscheidend.
Man kann also formulieren: ,Es gibt 3 von 8 Mdglichkeiten, dass 2 von 3 X auch Y sind’.

Diese relative Meta-Grofle nennt man meistens , Wahrscheinlichkeit’. Aber man muss eben
unterscheiden zwischen der Objekt-Wahrscheinlichkeit und der Meta-Wahrscheinlichkeit.
Andere Begriffe dafiir sind:
o Objekt-Wahrscheinlichkeit
= Empirische Wahrscheinlichkeit = Basis-Wahrscheinlichkeit = Faktische Wahr-
scheinlichkeit = Real-Wahrscheinlichkeit = Statistische Wahrscheinlichkeit
e Meta-Wahrscheinlichkeit
= Theoretische Wahrscheinlichkeit = Zufalls-Wahrscheinlichkeit.
Ich habe im bisherigen Text iiberwiegend nur die Objekt-Wahrscheinlichkeit (empirische
Wahrscheinlichkeit) verwendet, und habe die mit ‘p’ bezeichnet. Das behalte ich auch so bei.
Dagegen verwende ich zur Kennzeichnung der theoretischen Wahrscheinlichkeit den /ndex
1, schreibe diesen Index aber zur besseren Sichtbarkeit als Hochzeichen, also p' bzw. p'[X],
p'[X = Y] usw. Zur besseren Unterscheidung verwende ich fiir die theoretische Wahrschein-
lichkeit zusétzlich eckige Klammern [...]; allerdings habe ich eckige Klammern manchmal
auch bei der empirischen Wahrscheinlichkeit aus Griinden der Ubersichtlichkeit verwendet.
Das Zeichen p' kann ebenfalls stehen fiir den Tautologie-Grad = relative GrofSe der Tauto-
logie, denn dieser Wert ist quantitativ identisch mit der theoretischen Wahrscheinlichkeit.
Allgemein kann man also schreiben p'[¥] = s/m. Oder mit Bezug auf die Objekt-
Wahrscheinlichkeit: p'[p(®) =1/n] = s/m.
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Jetzt kann man fiir unser Beispiel formulieren: ,Die Objekt-Wahrscheinlichkeit fiir ,,.X ist Y*
betrigt p = 2/3. Die theoretische Wahrscheinlichkeit p* fiir die Objekt-Wahrscheinlichkeit
betrigt 3/8. Oder kombiniert: ,Die theoretische Wahrscheinlichkeit p', dass 2 von 3 X auch
Y sind (Objekt-Wahrscheinlichkeit), betrigt p' = 3/8”.

p' gibt also an, welche Verteilung auf Grund der Kombinatorik wie wahrscheinlich ist, sie
ist quasi umgesetzte Kombinatorik. Je mehr Kombinationen es fiir eine Verteilung gibt, desto
theoretisch wahrscheinlicher ist sie. Dabei wird eben vorausgesetzt, dass die Variablen unab-
hdngig sind, sich also zufdllig — in jeder Weise — kombinieren konnen. Wenn sich feststellen
lasst, dass die realen Werte sehr abweichen, dass z. B. eine seltene Kombination weit {iber-
durchschnittlich hdufig auftritt, dann ist das ein Hinweise darauf, dass die Variablen z. B. in
kausaler Beziehung stehen oder in anderer Weise abhdngig sind.

3-3-0-4 ARTEN VON WAHRSCHEINLICHKEITEN
Nehmen wir ein modifiziertes Beispiel. Greifen wir zuriick auf: r von n X sind Y. Jetzt soll
aber gelten: 3 X von 4 sind auch Y, somit p = 3/4.

Insgesamt erhalten wir eine Verteilung von 16 Mdoglichkeiten (vgl. unten). Hier ergeben
sich folgende Werte: Jede Zeile (Welt) hat einen p'-Wert von 1/16. Dass 3 X auch Y sind, gilt
in 4 Zeilen, Nr. 2, 3, 5 und 9, also insgesamt pT =4/16=1/4=0,25

X Xo X3 Xy
1. + + + +
2. + 4+ + -
3. + 4+ - +
4. + + - -
3. + - 4+ +
6. + - + -
7. + - - +
8. + - - =
9. - + + +
10. -+ + -
11. -+ - +
12. -+ - -
3. - - + +
14. - - + -
15. - - - +
16. - - - =

Wir konnen diese 16 Moglichkeiten in folgender Weise ordnen:

Objekt-Wahrscheinlichkeit: p Meta-Wahrscheinlichkeit p*
Ovon4 XsindauchY: 0/4 1/16

1 von 4 X sind auch Y: 1/4 4/16  2/8 1/4
2von4 XsindauchY: 2/4 6/16  3/8

3von4 XsindauchY: 3/4 4/16  2/8 1/4
4von4 XsindauchY: 4/4 1/16

16/16 =1
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Wir sind bisher nur von 2 Arten von Wahrscheinlichkeit ausgegangen: empirische und theore-
tische Wahrscheinlichkeit (bzw. Objekt- und Meta-Wahrscheinlichkeit). Jetzt mochte ich wei-
tere Arten von Wahrscheinlichkeiten unterscheiden. Dabei gehe ich von obiger Verteilung mit
r =3 und n =4 aus, konkret davon, dass gilt:

3von4 Xsind Y.

1. Wahrscheinlichkeit
e empirische Wahrscheinlichkeit: p = 3/4
e theoretische Wahrscheinlichkeit (der empirischen Wahrscheinlichkeit): p* = 4/16 = 2/8 =1/4

2. Erwartungs-Wahrscheinlichkeit

o empirische Erwartungs-Wahrscheinlichkeit: p© = 2/4
(das ist der empirische Wert, der die hochste theoretische Wahrscheinlichkeit besitzt, also
am ehesten zu erwarten ist, man nennt ihn auch ,Zufallserwartung’)

o theoretische Erwartungs-Wahrscheinlichkeit: p'" = 6/16 = 3/8
(das ist die theoretische Wahrscheinlichkeit der empirischen Erwartungs-
Wabhrscheinlichkeit)

3. Differenz-Wahrscheinlichkeit

e empirische Differenz-Wahrscheinlichkeit: p° = [p* —p| = 1/4
Differenz zwischen der realen empirischen Wahrscheinlichkeit, hier: p = 3/4, und der empi-
rischen Erwartungs-Wahrscheinlichkeit, hier: p© = 2/4, also p° = [2/4 - 3/4| = 1/4

e theoretische Differenz-Wahrscheinlichkeit: p'™> = |p'= —p'|= 1/8
Differenz zwischen der theoretischen Wahrscheinlichkeit, hier pT = 2/8, und der theoreti-
schen Erwartungs-Wahrscheinlichkeit, hier p'= = 3/8, also p™> = [2/8 — 3/8| = 1/8

Die Differenz-Wahrscheinlichkeit dient dazu abzuschitzen, inwieweit eine Relation zufdllig
ist. Je weiter ein Wert von der Erwartungs-Wahrscheinlichkeit abweicht, also je grofer die
Differenz-Wahrscheinlichkeit ist, desto unwahrscheinlicher ist ein Zufallsergebnis. Sondern
man wird an eine zugrundeliegende Ordnung, z. B. eine Kausal-Beziehung denken miissen.

3-3-0-5 BERECHNUNG
Bei den qualitativen, aussagen- oder quantoren-logischen Relationen war die theoretische
Wahrscheinlichkeit folgendermallen berechnet worden:

Gemail der Wahrheitstafel addiert man die Anzahl der Welten, in denen die Relation positiv
ist, kurz der positiven Welten (d. h. es steht ein + unter dem Relator).

Dann dividiert man diese Zahl durch die Anzahl aller (moglichen) Welten, bei 2 Relata X, Y
also durch 2° = 4.

Bei den quantitativen Relationen muss man modifiziert vorgehen:
¢ Berechnung der empirischen Wahrscheinlichkeit
Zunichst addiert man die Fdlle, die in den positiven Welten der Relation vorkommen (vgl.
Punkt 1-3-0-3), zum Beispiel a + ¢ + d, und dividiert sie durch alle Fdlle (in allen Welten), bei
2 Variablen: a + b + ¢ + d. So erhélt man die Formel fiir die empirische Wahrscheinlichkeit
z. B. bei der Implikation:

a+c+d

at+b+c+d

e Berechnung der theoretischen Wahrscheinlichkeit
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Dies geschieht nach einer Binomial-Formel (wie unten gezeigt werden wird).

Ich hatte als allgemeine quantitative Form einer synthetischen Relation angegeben:
p(X R®Y) = r/n. Oder kiirzer: p(R) = r/n

Die allgemeine Form der theoretischen Wahrscheinlichkeit p* lautet dann:
p [pXR*Y)=r/n]=s/m oder p'[p(XR®Y)=r/n]= r'/n"

3-3-1 Implikation

Als Berechnung der empirischen Wahrscheinlichkeit der Implikation hatte ich bestimmt:

a+b+c+d n

Die theoretische Wahrscheinlichkeit p* berechnet sich nun nach folgender Formel der Bino-
mial-Verteilung:

n
r

PT[P(X —>Y)=1/n]= ( j(3/4)’ (1/4)""

n
Das Symbol (rj heilit Binomial-Koeffizient und wird gelesen als ‘n itiber r’.

n n!
steht flir ——
r rl(n—r)!

n! (gelesen als ‘n Fakultit) steht fiir nx (n—1) x (n—2) x ... x 1

Der Wert 3/4 in der Formel erklirt sich folgendermaBen: p'(X — Y) = 3/4. Der Wert 3/4 ist
die theoretische Wahrscheinlichkeit von X — Y bzw. von p(X — Y) = 1/1 (also bei n = 1),
was man als Basis von p(X — Y) = r/n ansehen kann.

Dagegen ist der Wert 1/4 in der Formel der Umkehrwert: 1 — 3/4 = 1/4. Man kann auch
sagen, dass 1/4 die theoretische Wahrscheinlichkeit der Negation ist:
p'[—~(X = Y)]=1/4 bzw. p'[p(X = Y)=0/1] = 1/4.

Ein Beispiel: p(X > Y)=1r/n=4/5=0,8 also:r=4,n=35

PT[P(X —>Y)=4/5]= (ZJ(3/4)4(1/4)54

. =—=5 (3/4)* = 81/265 (1/4) = 1/4

5 5! _ 5x4x3x2x1 120
41(5-4)! 4x3x2x1 24

Daraus folgt: p' [p(X = Y) =4/5] =5 x (81/256) x 1/4 =405/1024 = 0,40
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Lies: ,Die theoretische Wahrscheinlichkeit p', dass p(X — Y) = 4/5, betrigt
405/1024°.

Genauer: Die theoretische Wahrscheinlichkeit p', dass die empirische Wahrschein-
lichkeit p von X — Y =4/5 ist, betrdgt 405/1024.

Da dieser Sachverhalt kompliziert ist, sei er noch einmal erlautert.
Fiir n = 5 seien die mdglichen Werte von p(X — Y) und die resultierenden p'-Werte genannt:

p(X = Y) p'[p(X = Y)]

5/5 243/1024 = 0,237 (jeweils auf 3 Stellen gerundet)
4/5 405/1024 = 0,396

3/5 270/1024 = 0,264

2/5 90/1024 = 0,088

1/5 15/1024 = 0,015

0/5 1/1024 = 0,001

1024/1024 =1

D. h. wenn man sich die Frage stellt: ,Welchen Wert hat p(X — Y) am wahrscheinlichsten
(bei n = 5)?’ Dann kann man antworten: ,Am wahrscheinlichsten ist p(X — Y) = 4/5, denn
dafiir besteht die hochste theoretische Wahrscheinlichkeit, nimlich p' = 405/1024 = 0,396,
Man muss dabei unterscheiden:
1. Die Struktur X — Y hat (wie erldutert) grundsitzlich den Wert p* = 3/4 = 0,75.
ist somit zu 3/4 tautologisch (struktureller Wert von p").
2. Fiir quantitative Auspragungen von X — Y ergeben sich jeweils unterschiedliche Werte
vonp' (quantitativer Wert von p").
Wie man sieht, erreicht aber bei dieser Verteilung von n = 5 kein einziger Objekt-Wert einen
Tautologie-Grad von auch nur 0,5. Somit sind alle Werte unwahrscheinlich, denn ,;unwahr-
scheinlich® wird ja so definiert: p* < 0,5. Den empirischen Wert mit der hochsten p' kann
man wie gesagt auch ,Zufallserwartung’ nennen. Im obigen Beispiel ist also p(X —» Y) = 4/5
die Zufallserwartung.

3-3-2 Positiv-Implikation
Bei der Positiv-Implikation berechnet man die empirische Wahrscheinlichkeit p wie folgt:

a

P(X *—> Y) =
a+b

r
n
Dann berechnet sich die theoretische Wahrscheinlichkeit wie folgt:

p'[p(X *-> Y) =r/n] = (”]a/zy (1/2)"
r

6 6
Beispiel: p(X * > Y)= ——— = —
piel: p( )= i3 9
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9
p' [p(X *> Y)=6/9] = (6J(l/2)6(1/2)3 =84x(1/64)x1/8=84/512=0,16
Die Beziehungen zwischen der theoretischen Wahrscheinlichkeit von Implikation und Posi-

tiv-Implikation sind komplex, je nach den eingesetzten Werten kann p'[p(X *— Y) groBer
oder kleiner sein als p'[p(X — Y).

3-3-3 Systematik

Die Relatoren (bzw. Junktoren) unterscheiden sich generell in der Berechnung der theoreti-
schen Wahrscheinlichkeit danach, wie viele + (bzw. wie viele —) in der Wahrheitstafel unter
dem Relator stehen. Anders gesagt, in wie vielen Welten die Relation als giiltig (belegt) gilt.

e Relatoren mit 3+ (in 3 von 4 Welten giiltig): X R*Y oder R*'(X,Y)
XvY, X<V, X | Y. Hier erfolgt die Berechnung wie bei X - Y.

n
r

p [pP(XR¥Y)=1/n] = ( ](3/4)’(1/4)”"

Beispiel: p"[p(X v Y) = 4/5] = 405/1024 = 0,396

e Relatoren mit 2+ (in 2 von 4 Welten positiv) : X R*" Y
XY, X><Y,aberauch X ] Y, XL Y, XY, X[Y
n
r

p [p(XR*Y)=1/n] = { J(2/4)r(2/ 4)m

Beispiel: p'[p(X <> Y) = 4/5] = 160/1024 = 5/32 = 0,156

Anstatt der Quotienten 3/4 und 1/4 stehen hier also zweimal 2/4. Anstatt 2/4 konnte man na-
tirlich auch 1/2 einsetzen, aber wegen der Parallelitit der Formeln ziehe ich 2/4 vor.
Die theoretische Wahrscheinlichkeit dieser Relatoren ist somit gleich der Positiv-
Implikation, es gilt z. B.: p'[X <> Y] =p'[X *— Y] bzw. quantitativ:
p'[p(X <> Y) =1/n] =p'[p(X *= Y) =1/n]

e Relatoren mit 1+ (in 1 von 4 Welten positiv): X R"Y
XAY,XVY, X—<Y,X>Y

T 1+ _ _ n r n—r
p[pP(XR"Y)=r/n]= ( J(l/4) (3/4)
r
Beispiel: p'[p(X A Y) = 4/5] = 15/1024 = 0,015

Hier werden die Quotient en 1/4 und 3/4 im Vergleich zur ersten Gleichung vertauscht, es
ergeben sich die gleichen Zahlenwerte, aber quasi vertauscht.
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Noch eine Anmerkung:
p'[p(X) = 1/n *— p(Y) = s/n] = p'[p(Y) = s/n], weil p(X) und p(Y) eben véllig unabhingig
voneinander sind. Daher kann man nach der Formel fiir p(X) und p(Y) berechnen:

pT[p(X) =r/m*>p(Y)=s/n] = (nj(2/4)“(2/4)"“
r

3-3-4 Inklusiv / Exklusiv

Fiir das inklusive ,,oder, X vY, gilt:
n
r

PT[P(X vY)=r1/n]= ( j(3/4)r (1/4)"

Fiir das exklusive ,,oder, X ><Y, gilt:

n
r

p'[PX><Y)=1/n] = { J(2/4)r Q2/4)""

3-3-5 Erweiterungen

Man kann eine logische Bestimmung der Korrelation aufbauen.

Die Korrelation zeigt den Zusammenhang zwischen Faktoren bzw. Variablen an. Es gibt
verschiedene Korrelations-Koeffizienten in der Statistik. Aber es lasst sich auch direkt aus der
Logik eine Bestimmung der Korrelation aufbauen, basierend auf:

der logischen Aquivalenz X <> Y.
Dabei ist zu bedenken, dass gilt: X <> Y < =X < Y.

In der quantitativen Logik bietet sich natiirlich an, den quantitativen Ausdruck zu verwen-
den. Dabei gilt:

pX <> Y)=p(—X < =Y)
Die Korrelation wird aber nicht, wie die Wahrscheinlichkeit, mit Werten zwischen 1 und 0
angegeben. Sondern die Korrelation wird immer mit Werten zwischen +1 und —1 angegeben,
wobei gilt:

k=+1 totale Korrelation (positive Abhidngigkeit)
k =-1 totaler Gegensatz (negative Abhingigkeit)
k=0 Unabhingigkeit
Aus diesen Uberlegungen habe ich folgende Formel entwickelt:
Korrelation (X,Y) =2[p(X <> Y)] — 1 bzw. kurz: k(X,Y) =2[p(X <> Y)] -1
Dazu zwei Beispiele :
p(X <> Y)=3/4.Dann gilt: k(X,)Y)=2x3/4)-1=6/4—-1= 6/4-4/4=2/4=0,5
pX<Y)=1Danngilt: k(X,Y)=2x1)-1=2-1=1

Man kann die Korrelation auch in modifizierter Weise bestimmen, indem man p(X <> —Y)
mit einbezieht. Dann ergibt sich:
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kXY)=pXY)-pX < —Y)
Dabei ist zu beriicksichtigen, dass gilt: p(X <> —Y)=1-p(X < Y)

Auch hierzu die zwei Beispiele:

p(X <> Y)=3/4. Dann gilt: k(X,Y)=3/4-1/4=2/4=0,5
p(X <> Y)=1Danngilt: k(X,Y)=1-0=1

Die folgende Tabelle zeigt die wichtigsten Werte:

k(X.Y) pPXeY) pXeaY)
1 1 0
0,5 0,75 0,25
0 0,5 0,5
-0,5 0,25 0,75
-1 0 1

Man kann auch fiir die Korrelation die theoretische Wahrscheinlichkeit p' angeben. Dabei sei
daran erinnert, dass dazu die absoluten Grofien bekannt sein miissen.
Ich nehme als Beispiele n=4 und n = 8.

en=4
k(X.Y) pX©Y) pXsY) ph p' (dezimal)
1 1 4/4 1/16 0,06
0,5 0,75 3/4 4/16 0,25
0 0,5 2/4 6/16 0,38
-0,5 0,25 1/4 4/16 0,25
-1 0 0/4 1/16 0,06
en=2y8
k(X.Y) XY pXoY) p p' (dezimal)
1 1 8/8 1/256 ~ 0,00
0,5 0,75 6/8 28/256 0,11
0 0,5 4/8 70/256 0,27
-0,5 0,25 2/8 28/256 0,11
-1 0 0/8 1/256 ~ 0,00

Bei n = 8 addieren sich die angegeben Werte von p' nicht zu 1, weil die Werte p = 7/8, p =
5/8, p =3/8 und p = 1/8 aus Griinden der Vereinfachung nicht in die Rechnung einbezogen
wurden.
Man sieht z. B.:
Bein=4:p'[k(X,Y)=0]=0,38
Bein=28: p'[k(X,Y)=0]=0,27
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3 -4 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK

3-4-0 Einfiihrung

3-4-1 Implikation

3-4-2 Positiv-Implikation
3-4-3 Systematik

3-4-4 Inklusiv / Exklusiv
3-4-5 Erweiterungen

3-4-0 Einfiihrung

In der Aussagen-Logik kommen wie schon mehrfach erldutert nur 2 Werte vor:

e bejaht bzw. positiv = ja (ohne Markierung), z. B. X A 'Y

e negiert bzw. negativ = nein (mit dem Negator — als Markierung), z. B. =(X A Y).
Da die Aussagen-Logik eben qualitativ ist, werden diesen beiden Werten keine Zahlenwerte
zugewiesen, aber implizit enthalten ,,ja* und ,nein“ doch genaue quantitative, numerische
Bestimmungen.

Diese aufzuweisen, ist eine Funktion der quantitativen bzw. quantifizierten Aussagen-Logik.

Als Quantifizierung von aussagen-logischen Relationen war bestimmt worden:

e positiv: XRY =4 p(XRY)=1

e negativ: X =R Y =4t p(XRY)=0 oder —(XRY) =¢¢ pXRY)=0

Man kann p = 1 auch als deterministisch positiv und p = 0 als deterministisch negativ (kurz
,nullistisch®) kennzeichnen.

Am Beispiel der Konjunktion
epositiv: XAY=¢pXAY)=1
enegativ: (X AY)=4¢ pXAY)=0

Hier geht es nun darum, den Werten der empirischen Wahrscheinlichkeit von p =1 oder p =0
die entsprechende theoretische Wahrscheinlichkeit p' zuzuweisen.

3-4-1 Implikation
e Positiver Fall
pPX—>Y)=rn=1
Hier gilt: r=n. Somit gilt:t n—r=0
Fiir die Formel p'[p(X — Y) =r/n] = (n]@ /4)"(1/4)"" bedeutet das:
r
plpX>Y)=rn=1]= (n](3/4)’(1/4)° = 1x(3/M4)x1=3/4)
r
Dar = n, gilt auch: (3/4)" = (3/4)"

Beispiel: p(X —> Y) =5/5
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5
P [p(X = Y)=5/5] = @(3/4)5 (1/4)° =1x243/1024 x 1 =243/1024 = 0,24

Quantoren-logisch gesehen wird hier also die allgemeine Formel zur Berechnung des p'-
Wertes eines A/l-Satzes entwickelt und dargeboten, wihrend vorher (in den Punkten 3-2-0-3
und 3-2-0-4) eher eine beispiel-orientierte Herleitung vollzogen wurde. Zur quantitativen
Quantoren-Logik und deren Meta-Werten kommen wir aber in 3-5.

p'[p(X = Y) = 1/n] fillt mit steigendem n, geht gegen 0. Das lisst sich an p'[p(X » Y) = 1]
besonders gut verdeutlichen.
Zur Veranschaulichung die Werte von n =1 bis n = 8.

p(X—>Y) p'[p(X > Y)]

11 3/4 =0,75 (jeweils auf 2 Stellen gerundet)
2/2 9/16 =0,56

3/3 27/64 =0,42

4/4 81/256 =0,32

5/5 243/1024 =0,24

6/6 729/4096 =0,18

7/7 2187/16385 =0,13

8/8 6561/65536 =0,10

e Negativer Fall

pPX—>Y)=1r/n=0

Hier gilt: r=0, somit:n—r=n
n
r

GemiB der Formel p'[p(X — Y) =1/n] = ( ](3/ 4)"(1/4)"" ergibt sich dann:

P [pX = Y)=1/n=0]= (Zj(3/4)°(1/4)" = 1x1x1/4"=1/4"

Auch diese Werte stimmen mit denen iiberein, die wir bei der quantoren-logischen Analyse
herausgefunden haben (vgl. 3-2-2-2).

3-4-2 Positiv-Implikation

e Positiver Fall
Fir pX*> Y)=r/n=1gilt: r=n

Dann ergibt sich:
n
r

P [p(X*>Y)=1t/n=1]= ( ](1/2)’(1/2)"-’ —1x(12) x 1= (172)
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Da: r=n, gilt: (1/2)" = (1/2)"
Beispiel: p'[p(X *— Y) = 7/7] = 1/128 = 0,01

e Negativer Fall
Fir p(X*> Y)=r/n=0gilt: r=0

Dann ergibt sich:
n
r

p'[p(X *> Y)=1/n=0] =( j(l/Z)"(l/2)"’ =1x 1x(12)"= (172)"

3-4-3 Systematik

Ich beschranke mich hier jeweils auf positive Félle (p = 1).
Dabei gilt: r =n, somit: n —r=0.

¢ Relatoren mit 3+ (in 3 von 4 Welten giiltig)
XVvY,X«<Y, X | Y. Hier erfolgt die Berechnung wie bei X - Y, z. B. flir X < Y:

n
r

p IpX«<Y)=r/n=1]= ( j(3/4)" 1/4)"" =1x3/4) x 1=3/4)
Beispiel: p' [p(X « Y) = 5/5] = 243/1024 = 0,24

e Relatoren mit 2+ (in 2 von 4 Welten positiv)
XY, X><Y,aberauch X ] Y, XL Y, X|Y,X[Y.Z. B. firX < Y:

n
r

P IpX < Y)=t/n=1]= ( ](2/4)%2/4)"*: 1 x (2/4) x 1= (2/4)
Beispiel: p'[p(X <> Y) = 5/5] = 32/1024 = 1/32 = 0,03

e Relatoren mit 1+ (in 1 von 4 Welten positiv)
XAY,XVY, X—<Y,X>Y,zzB.XAY

n
r

P Ip(XAY)=t/n=1]= ( ](1/4)?(3/4)"-'& 1 x (1/4) % 1= (1/4)

Beispiel: p'[p(X A Y) = 5/5] = 1/1024 =~ 0,00
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3-4-4 Inklusiv / Exklusiv

Fir das inklusive ,,oder, X v Y:

GemiB der Formel p'[p(X v Y)=r/n] = {n)(3/ 4 (1/4)"" gilt:
r
n
r

e positiv: p'[p(XvY)=rn=1]= ( ](3/4)"(1/4)0 =1x(3/4)x1=(3/4)

e negativ: p'[p(XvY)=rn=0]= (ZJ(3/4)°(1/4)” = Ix1x1/4"=1/4"

Fir das exklusive ,,oder”, X ><Y:

n
r

GemiB der Formel p'[p(X ><Y) =r/n] = { j(l/ 2)'1/2)"" gilt:

e positiv: p' [p(X><Y)=t/n=1]= (” (2/4) (2/4)°=1 x (2/4) x 1 = (2/4)"
r

e negativ: p'[p(X ><Y)=1/n=0] :(Z 2/4)°(2/4)"=1x (2/4)"x 1 = (2/4)"

Daja gilt: r =n, so gilt auch:
P [P(X><Y)=1]= p'[p(X><Y)=0]

3-4-5 Erweiterungen

Wir sind bisher von 2 Variablen, X und Y ausgegangen. Ich mochte jetzt ein Beispiel mit 3
Variablen bringen: aussagen-logisch X A Y A Z, Wahrheitsverlauf: + - — — — — — —
Quantifiziert ergibt sich: p(X A Y A Z) =1/n

GemiB der Formel p'[p(X AY A Z) =1/n] Z(nj(l/8)’(7/8)”’ ergibt sich:
r
e positiv (p = 1): zur Erinnerung: r=n,n—r=0
P IpPXAYAZ)=rn=1]= [nJ(l/S)’(WS)O: 1 x(1/8) x 1 =(1/8)
r

Beispiel:
5
P IpXAY AZ)=5/5] = (5](1/8)5(7/8)55 =1x(1/8°x 1 =(1/8)° =1/32768 ~ 1



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH 541

o negativ (p = 0): zur Erinnerung: r=0,n—r=n
P IPXAY AZ)=1/n=0]= {ZJ(1/8)°(7/8)" =1x1x(7/8)"=(7/8)"

Beispiel:

PIPX AY A Z)=0/5]
51£°7m5—
0( ) (7/8)" =

1 x 1% (7/8)° = (7/8)

16807/32768 = 0,51
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3 -5 QUANTITATIVE QUANTOREN-LOGIK

3-5-0 Einfiihrung

3-5-1 Implikation

3-5-2 Positiv-Implikation
3-5-3 Systematik

3-5-4 Inklusiv / Exklusiv
3-5-5 Erweiterungen

3-5-0 Einfiihrung

In der quantitativen Quantoren-Logik hatte ich den Quantoren folgende empirische Wahr-
scheinlichkeiten p zugeordnet:

Alle: p=1
Alle nicht:  p=0
Einige: p>0

Einige nicht: p<1

Es geht jetzt darum, diesen empirischen Wahrscheinlichkeiten p jeweils die theoretische
Wahrscheinlichkeit p* zuzuordnen.

3-5-1 Implikation

Bei der Verwendung der Implikation X — Y ergeben sich vor allem folgende 4 Relationen:

Alle pPX—>Y)=1
Alle nicht pPX—>Y)=0
Einige pPX—>Y)>0

Einige nicht p(X—>Y)>1

Die Formeln fiir ,,alle* und ,,alle nicht* wurden schon behandelt, weil sie aussagenlogischen
Strukturen entsprechen.

e alle: p'IpX>Y)=rn=1]=3/4)" bzw. (3/4)

e alle nicht: p'[p(X = Y)=1/n=0]=(1/4)"
Daraus sollen jetzt die Werte fiir ,,einige* und ,,einige nicht* hergeleitet werden.

o cinige: p(X > Y)>0
Wie beschrieben gilt: p'[p(X — Y) =0] = 1/4".
Somit gilt: p'[p(X — Y) > 0] =1 — (1/4)" = (4" — 1)/ 4"
Denn es muss ja gelten: p' [p(X — Y)=0]+p'[p(X - Y)>0] = 1.
Und: (1/4)" + (4" -1)/4" =1
Dazu muss man sich klarmachen: Wenn p > 0, dann werden ja alle Werte au3er 0 erfasst. 0
und > 0 bilden also eine volistindige Disjunktion, einen kontradiktorischen Gegensatz. Und
die Wahrscheinlichkeiten einer vollstindigen Disjunktion addieren sich zu p = 1.

Zur Verdeutlichung noch einmal anders geschrieben: 411” + 4 -1 = ra_ 1 4

4}’! 4” 4}’! 4}1 = 4[1
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e cinige nicht: p(X > Y) <1

Wie beschrieben, gilt: p'[p(X = Y) = 1] = (3/4)".

Daher: p'[p(X —» Y) < 1] =1 - (3/4)" = (4" — 3")/4".

Denn es muss gelten: p' [p(X > Y)=1]+p'[p(X > Y)<1]=1.

Weil wiederum gilt: p =1 und p < 1 bilden einen kontradiktorischen Gegensatz.
Und (3/4)" + (4" -3"/4"=1.

3n 4n _ 3n 3n 4n 3n
n + =

Zur Verdeutlichung noch einmal anders geschrieben:
Es sei daran erinnert, dass folgende Rechenregeln gelten:
(3/4)" =3"/4"

(1/4)" = 1"/4" = 1/4"

Beispiel: fiir n =5 (alle = 5/5, einige nicht < 5/5)
p'[p(X > Y) =5/5] = (3/4)° = 243/1024 = 0,24. Daraus folgt:

P Ip(X > Y) <5/5] = (4> - 3°)/4° = (1024 — 243)/1024 = 781/1024 = 0,76

4n 4]’! 4n 47[ = 4}1

4}'!

Die erste Formel besagt also: Die theoretische Wahrscheinlichkeit p', dass alle X auch Y

sind, betrdgt (bei n = alle = 5) 0,24.

Die zweite Formel besagt: Die theoretische Wahrscheinlichkeit p', dass nicht alle X auch
Y sind (also einige X nicht Y sind), betrdgt (bei n = alle = 5) 0,76. Und 0,24 + 0,76 = 1.

3-5-2 Positiv-Implikation

Bei der Verwendung der Positiv-Implikation X *— Y ergeben sich vor allem folgende 4 Re-

lationen:
Alle pX*>Y)=1
Alle nicht pX*>Y)=0
Einige PX*>Y)>0

Einige nicht p(X*—>Y)>1

Die Formeln fiir ,,alle* und ,,alle nicht* wurden schon behandelt, weil sie aussagenlogischen

Strukturen entsprechen.

e alle: p'Ip(X *> Y)=rn=1]=(1/2)"
e allenicht: p'[p(X *> Y)=r/n=0]=(1/2)"
Es gilt also: p'[p(X *—> Y)=1]=p'[p(X *> Y)=0] = (1/2)"

Daraus sollen jetzt die Werte fiir ,,einige* und ,,einige nicht* hergeleitet werden.

e cinige: p(X *—> Y) >0

Wie beschrieben gilt: p'[p(X — Y)=0]=1/2".

Somit gilt: p'[p(X —» Y)>0]=1 - (1/2)" =(2" - 1)/ 2"

Denn es muss ja gelten: p' [p(X *— Y)=0] +p'[p(X *> Y)>0]=1.
Und: (1/2)" + (2" -1)/2"=1
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Zur Verdeutlichung noch einmal anders geschrieben: % +

e cinige nicht: p(X *> Y) <1
Wie beschrieben, gilt: p'[p(X *— Y) = 1] = (1/2)".
Daher: p'[p(X *—> Y) < 1]=1-(1/2)" = (2" - 1)/2".
Denn es muss gelten: p'[p(X *—> Y)=1]+p'[pX *> Y)<1]=1.
Weil wiederum gilt: p =1 und p < 1 bilden einen kontradiktorischen Gegensatz.
Und: (1/2)"+ (2" -1/2"=1
2" -1
PE

Zur Verdeutlichung noch einmal anders geschrieben: ;—n + =1 (vgl. auch oben)

Es zeigt sich also: p'[p(X *— Y) > 0] = p'[p(X *—> Y) < 1]
Und ebenso gilt: p'[p(X *— Y)= 0]= p'[p(X *> Y)=1]

Diese Verhiltnisse bei der Positiv-Implikation weichen stark von den Verhiltnissen bei der
normalen Implikation ab.

3-5-3 Systematik

Wir hatten auf verschiedenen Ebenen 5 unterschiedliche Modelle von All-Sitzen (All-
Relationen) und Partikulér-Satzen (Partikuldr-Relationen) vorgestellt und diskutiert. Hier sol-
len jetzt fiir die quantitativen Relationen die theoretischen Wahrscheinlichkeiten p* angege-
ben werden:

e MODELL 1: IMPLIKATION p’

1. alle F sind G p(Fx — Gx) = 1 _aterd (314"
a+b+c+d

2. alle F sind nicht G p(Fx = Gx) =0 _atetd _ (1/4)"
a+b+c+d

3. einige F sind G p(Fx = Gx)> 0 _aterd o gy
a+b+c+d

4. einige Fsindnicht G~ p(Fx — Gx) < 1 _aterd g gy
a+b+c+d

e MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

1. alle F sind G p(Fx — Gx) = 1 _aterd (3/4)"
a+b+c+d
2. alle F sind nicht G p(Fx —> —Gx) = 1 brc+d (3/4)"

a+b+c+d_
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3. einige F sind G

4. einige F sind nicht G

p(Fx > Gx)>0

p(Fx - —-Gx)>0

at+c+d

- >0
a+b+c+d

b+c+d

- >0
a+b+c+d

e MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION

1. alle Fsind G

2. alle F sind nicht G

3. einige F sind G

4. einige F sind nicht G

p(Fx A Gx) =1

p(Fx A =Gx) =1

p(Fx A Gx)>0

p(Fx A =Gx) >0

a —
a+b+c+d

b
a+b+c+d

a

- >0
a+b+c+d

b

E—
a+b+c+d

e MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION

1.alle Fsind G

2. alle F sind nicht G

3. einige F sind G

4. einige F sind nicht G

p(Fx - Gx) =1

p(Fx > —-Gx) =1

p(Fx A Gx) >0

p(Fx A =Gx) >0

e MODELL 5: POSITIV-IMPLIKATION

1. alle Fsind G

2. alle F sind nicht G

3. einige F sind G

4. einige F sind nicht G

p(Fx *—> Gx) =1
p(Fx *—> Gx) =0
p(Fx *—> Gx) >0

p(Fx *—> Gx) <1

a+c+d
a+b+c+d

b+c+d _
a+b+c+d

a

—>0
a+b+c+d

b

—>0
a+b+c+d

(4" — 1)/4"

4" — 1)/4"

(1/4)"

(1/4)"

(4" — 3")/4"

(" - 3"/4"

(3/4)"

(3/4)"

(4" — 3")/4"

(4" — 3")/4"

(1/2)"
(1/2)"
(2" -1)/2"

(2" —1)/2"
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3-5-4 Inklusiv / Exklusiv

In der Quantoren-Logik bezieht sich der Unterschied von inklusiv und exklusiv auf das ,,eini-

.

ge:
Inklusiv: mindestens einige (mindestens einer)

Exklusiv: genau einige

Dabei bieten sich, wie mehrfach beschrieben, verschiedene Relatoren fiir eine Relation der
Form ,,einige F sind G* an: —, A, *—.

Die p'-Werte fiir ,,einige* wurden bereits analysiert, in den verschiedenen Variationen; die-
se Variationen seien hier noch einmal zusammengefasst, quantoren-logisch und quantiativ-
quantoren-logisch:

1. inklusives ,, einige

¢ (mindestens) einige F sind G p'
Vx(Fx — Gx) p(Fx - Gx)>0 4" - 1)4"
Vx(Fx A Gx) p(Fx A Gx) >0 4" -3%/4"
Vx(Fx *— Gx) p(Fx *— Gx)>0 2" -1)2"
¢ (mindestens) einige F sind nicht G p'

mit V— formalisiert
Vx—(Fx = Gx) p(Fx - Gx) <1 4" - 3"/4"
Vx—(Fx A Gx) p(Fx A Gx) <1 4" - 1)4"
Vx—(Fx *— Gx) p(Fx *—> Gx) <1 " -1)2"

mit V formalisiert
Vx(Fx — —Gx) p(Fx — —Gx) >0 4" - 1)/4"
Vx(Fx A =Gx) p(Fx A =Gx) >0 4" -3%/4"
Vx(Fx *— —Gx) p(Fx *— —Gx) >0 " -1)2"
2. Exklusives ,, einige *
genau einige F sind G p'
Ix(Fx - G) 0<p(Fx > G)<1 4" -3"-1)/4"
Ix(Fx A G) 0<p(FxAnG)<l1 4" -3"-1)/4"
Ix(Fx *= G) 0<p(Fx *— G)<1 2" - 2)/2"

Auf ,,genau einige F sind nicht G* brauche ich nicht gesondert einzugehen, weil hier diesel-
ben Zahlen gelten (zu den Begriindungen vgl. 3-2-4).
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3-5-5 Erweiterungen

Zeigen wir fiir ausgesuchte Relationen abschlieBend das Verhiltnis von theoretischer Wahr-
scheinlichkeit und Informationsgehalt:

Theoret. Wahrsch. p* Informationsgehalt p'

s AX—>Y) (3/4)" 1—(3/4)" = (4" -3%/4"
pPX—>Y)=1

e A=(X—>Y) (1/4)" 1—(1/4)" =@4"-1)4"
pPX—>Y)=0

V(X —>Y) 4" - 1)/4" 1 —@4"-1)/4"=(1/4)"
pPX—>Y)>0

e Vo(X—>Y) 4" - 3%/4" 1 —(4"-3%/4" = (3/4)"
pX—>Y)<l1

Zur Erlduterung :

1_3]‘!_4}1 3]‘!_4]’!_3}1

4}7 _4n 4}7 4)1
14 14—

VTR TERYTENT

471 4" 4 1 1
) = —— —+4 = —
4n 4n 4n 4n 4n

4}7 _37[ 3 4n 4}'! 3Vl 3 3)1

)=t T
4n 4n 411 4[1 4l‘l

1-(

1-(
Somit gilt also:

p' X —>Y)=1]=p[pX > Y)<1]

p'[pPX = Y)=0]=p[p(X - Y)>0]

p'[p(X > Y)>0]=p[p(X—>Y)=0]

p'[pX—>Y)<1]=p[pX—>Y)=1]
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EXKURS: WAHRSCHEINLICHKEIT UND KAUSALITAT

Isolierte Gleichgewichts-Relationen
Verkniipfte Gleichgewichts-Relationen
Ungleichgewichts-Relationen

Zufall und Korrelation
Kausal-Analyse

SNk W=

Man kann bei den Relatoren unterscheiden zwischen Gleichgewichts-Relatoren (wie <>) und
Ungleichgewichts-Relatoren (wie —). Urspriinglich verwendete ich die Begriffe ,symmet-
risch’ und ,asymmetrisch’, aber die sind schon in anderer Bedeutung belegt. Entsprechend
kann man unterscheiden zwischen Gleichgewichts-Relationen und Ungleichgewichts-
Relationen. Diese Relationen werden im Folgenden ausfiihrlich analysiert, vor allem im Hin-
blick auf p'. — Die Ausfiihrungen im Exkurs sind jedenfalls partiell fiir Spezialisten gedacht.

Wir haben die theoretische Wahrscheinlichkeit bisher in folgenden Funktionen kennen ge-
lernt:zuerst natiirlich Wahrscheinlichkeit, aber auch Informationsgehalt und Tautologie-Grad.

Hier geht es nun darum, inwieweit die Wahrscheinlichkeit Aussagen machen kann iiber
synthetische Zusammenhdnge, tiber Abhdngigkeit bzw. Korrelation. Das betrifft die empiri-
sche Wahrscheinlichkeit p, aber noch mehr die theoretische Wahrscheinlichkeit p'.

Und dies ist ein wesentlicher Hintergrund der folgenden Uberlegungen: Wie kann man Zu-
sammenhdnge oder Abhdngigkeiten zwischen Variablen bzw. zwischen Objekten oder Ereig-
nissen feststellen? Dabei sind zwei Schritte zu unterscheiden:

e funktionale Abhangigkeit bestimmen

Es wird eine rein quantitative Verteilung festgestellt, die von der Zufallserwartung (signifi-
kant) abweicht.

e ursdchliche Abhingigkeit bestimmen

In einem zweiten Schritt wird erldutert, erkldrt oder begriindet, warum die funktionale Ab-
héngigkeit auftritt. Als wichtigster Grund kommt hier Kausalitdt in Frage; und auf die will ich
mich auch beschrinken. Zunichst sollen dabei nur die /ogischen Strukturen von Kausalitét
analysiert werden; um zu beurteilen, ob wirklich ein Kausalzusammenhang vorliegt, miissen
noch hyper-logische Faktoren beriicksichtigt werden, dies wird in im 5. Punkt erldutert.

1. Isolierte Gleichgewichts-Relationen

1.1 Aquivalenz
1.2 Positiv-Implikation
1.3 Abhingigkeit

Es handelt sich um Relatoren bzw. Relationen wie X <> Y, X ><Y, X L Y, insgesamt gibt es
in der herkémmlichen Aussagen-Logik 6 solcher Relatoren.

Es geht aber auch um die Positiv-Implikation X *— Y, und die wird im Punkt 1 und 2. des
Exkurses die wichtigste Rolle spielen.

Ich spreche von ,Gleichgewichts-Relatoren’, weil in der Wahrheitstafel die Anzahl ihrer +
und — unter dem Zentral-Relator im Gleichgewicht stehen, also gleich hdufig vorkommen.
Damit liegt ihre strukturelle theoretische Wahrscheinlichkeit in der Mitte zwischen p' = 1 und
p' =0, genau bei p' = 0,5. (Ich habe sie an anderer Stelle auch ‘neutral’ genannt.)
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1.1 AQUIVALENZ: X &Y

X <> Y hat strukturell eine theoretische Wahrscheinlichkeit p' = 2/4 = 1/2 = 0,5. D. h. es
kommen in der Wahrheitstafel 2+ und 2— vor.

XY
+ + +
+__
- -+
_+_

Ich beriicksichtige hier nur den Normalfall X <> Y, also mit 2 unterschiedlichen Variablen.
Bei 2 gleichen Variablen, und somit einer Tautologie X <> X, ergibt sich natiirlich ein anderes
Ergebnis: p'[X < X] = 4/4 = 1. Auch bei mehr als 2 Variablen ergibt sich ein anderes Ergeb-
nis, z. B. gilt: p'[X <Y <> Z]=2/8=1/4=0,25.

In quantifizierter Form gilt fiir p(X <> Y) =r1/n: p' ist maximal 0,5, bein =1 odern =2,
Z.B.:p'[p(X < Y)=1/11=1/2=0,5. Oder: p'[p(X <> Y) = 1/2] =2/4=0,5

Mit steigendem n fillt p'. Ab n = 3 liegt der Wert immer unter 0,5 — so gesehen sind alle Ver-
teilungen (ab n = 3) unwahrscheinlich. Z. B.:
p'[p(X <> Y)=1/3]1=0,375 ~ 0,38. Zur Berechnung von p'[p(X <> Y)] vgl. 3-3-3.

p" bildet (graphisch) eine symmetrische oder zyklische Kurve.
Z. B. Werteverlauf fiir p (X <> Y) bei n = 4:
16/256, 64/256, 96/256, 64/256, 16/256 (ungekiirzte Werte)
1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16 (gekiirzte Werte).
D. h. p' kommt wieder zum Ausgangswert zuriick.
z.B.:p' von p(X <> Y), bein=4

pT

6/16 o
5/16
4/16 o .
3/16
2/16
1/16 | o o

p 0/4]1/4]2/4]3/4]4/4

1.2 POSITIV-IMPLIKATION: X *—> Y

Noch interessanter ist fiir uns aber die Positiv-Implikation X *— Y. Denn sie steht fiir die
fundamentale Kopula-Funktion (,,ist), und wir werden sehen, dass sie gravierende Unter-
schiede zur Normal-Implikation X — Y aufweist — die ndmlich ungleichgewichtig ist.
In quantitativer Form lautet die Positiv-Implikation: p(X *— Y) = r/n.

Die folgenden Aussagen (in 1. und 2.) beziehen sich alle auf die Positiv-Implikation.
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Beispiel: p(Raucher *— krank) = 75/100 = 0,75, d. h. X = Raucher, Y = Kranker (bzw. Plural:
Kranke oder adjektivisch: krank). Sprachlich: ,Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Raucher
krank ist, betrdgt 0,75°. Kiirzer: ,75% der Raucher sind Kranke’. Dieser Wert, wie auch die
spéteren, ist nur ein Beispielwert, er stammt nicht aus der Medizinstatistik.

Fiir X *— Y ergeben sich dieselben Werte von p wie fiir X <> Y. D. h fiir n = 4:

pX*>Y) pdez. p’ p' dez. D %
4/4 1,0 1/16 0,06 6%
3/4 0,75 4/16 0,25 25%
2/4 0,5 6/16 0,38 38%
1/4 0,25 4/16 0,25 25%
0/4 0,0 1/16 0,06 6%

Die empirische Wahrscheinlichkeit p gibt wie beschrieben zunichst die relative Hdaufigkeit an,
bei p(X *— Y) = 1/n gibt p an, dass r von n (bzw. soundsoviel Prozent) X auch Y sind.

Genauer miisste man unterscheiden zwischen der relativen Hdufigkeit einer Teilmenge
(Stichprobe) und der Gesamtmenge (Gesamtheit). Nur wenn man Aussagen iiber die Ge-
samtheit macht, sind im strengen Sinn Wahrscheinlichkeitsaussagen mit Prozentangaben und
Dezimalangaben zuldssig (vgl. 1-3-0-2). Die hier verwendeten kleinen Groflen, wie z. B. n =
4, lassen natiirlich an eine Stichprobe denken. Dennoch soll es hier prinzipiell um Aussagen
tiber eine Gesamtheit gehen — die Grofen dienen eben nur als Beispiele, und mit den kleinen
GrofBen lassen sich die komplizierten Verhéltnisse einfacher darstellen.

Neben dieser extensionalen Deutung wire iibrigens auch eine intensionale Interpretation
moglich, die allerdings formal anders gestaltet sein miisste, z. B. p™(X *— Y) = s/m. Dies
gibt nicht an, wie viele X auch Y sind, sondern zu welchem Ausmal ein (oder jedes) X die
Eigenschaft Y besitzt, etwa in Prozent. Z. B. bei p]m(X *—> Y)=1:,X besitzt zu 100% die
Eigenschaft der Gesundheit®, kurz: ,,.X ist zu 100% gesund (vgl. 1-3-5). Diese intensionale
Betrachtung ist hier aber sekundér, ich werde sie hier nicht weiter verfolgen, die extensiona-
len Verhéltnisse sind schon kompliziert genug.

Man kann p — extensional — aber auch in Wahrscheinlichkeits-Begriffen angeben. Wenn z.
B. alle X auch Y sind (p = 1), dann ist ein beliebiges X sicher ein Y.

p(X*>Y) pdez. Haufigkeit/Wahrscheinlichkeit
4/4 1,0 X ist sicherein Y

3/4 0,75 X ist wahrscheinlich ein Y

2/4 0,5 X ist vielleicht (zufillig) ein Y
1/4 0,25 X ist wahrscheinlich kein Y
0/4 0,0 X ist sicher kein Y

1.3 ABHANGIGKEIT

Die Wahrscheinlichkeit p kann aber auch dazu dienen, die Abhdngigkeit zwischen X und Y,
genauer von Y zu X, anzugeben. Zunichst folgende Ubersicht:

pX*>Y) pdez. Art/GroBe der Abhédngigkeit
4/4 1,0 grofite positive Abhéngigkeit
3/4 0,75 mittlere positive Abhéngigkeit
2/4 0,5 keine Abhéngigkeit

1/4 0,25 mittlere negative Abhédngigkeit

0/4 0,0 grofite negative Abhéngigkeit
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Es gilt: Falls positive Abhingigkeit, dann keine negative Abhéangigkeit und umgekehrt.

Wenn 100% aller X auch Y sind, dann liegt ein maximaler positiver Zusammenhang vor.
Dem entspricht der Wert p = 1. In so einem Fall kann man z. B. Kausalitit annehmen, im
Beispiel, dass Rauchen eine Ursache von Krankheit ist. Und bei p = 0,75 konnte man anneh-
men, dass Rauchen ein wichtiger Faktor in der Entstehung von Krankheit ist, der aber allein
nicht zwangsldufig zum Erkranken fiihrt, eine Teilursache, man kann von ,statistischer Kau-
salitdt’ sprechen.

Allerdings sind die hier im Beispiel verwendeten Werte von n = 4 sicher zu klein, um dar-
aus kausale Gesetzmafligkeiten herzuleiten (aber an diesem kleinen Wert von n ldsst sich der
Sachverhalt tibersichtlicher darstellen, und ein groer Wert von n dndert nichts am Prinzip).

Wenn 50% (2/4) aller X auch Y sind, liegt kein Zusammenhang vor, insofern verweist der
Wert p = 0,5 auf eine zufdllige Verteilung. Zur Erlduterung: Wenn genau 50% aller X auch Y
sind, hélt man das im Alltagsdenken meist fiir einen mittelgrofien Zusammenhang. Statistisch
ist aber 1. allg. gerade kein Zusammenhang gegeben, weder ein positiver noch ein negativer.
Sondern es ergeben sich einfach die meisten Kombinationsmdoglichkeiten bei p = 0,5, daher
ist p' hier maximal. (Ich werde allerdings im nichsten Punkt zeigen, dass unter bestimmten
Voraussetzungen p = 0,5 doch fiir einen mittelgroBen Zusammenhang stehen kann.) Alles
tiber 50% ist ein positiver, alles unter 50% ein negativer Zusammenhang. Zum Beispiel:

p(Raucher *— Kranker) = 0,5. Bedeutet verkiirzt:

50% der Raucher sind Kranke. Das heif3t andererseits:

50% der Raucher sind nicht Kranke. Bzw.:

50% der Raucher sind Gesunde.
Dies wird hier so interpretiert, dass kein Zusammenhang zwischen Rauchen und Kranksein
besteht. Genauso wie man beim Werfen einer Miinze (im Idealfall) feststellen kann, dass zu
50% Zahl und zu 50% Bild kommt, die 50%-50%-Verteilung ist eben gerade typisch fiir eine
zufdllige Verteilung, wie beim Gliicksspiel. Erst wenn mehr als 50% der Raucher erkranken,
sieht man einen positiven Zusammenhang:

p(Raucher *— Kranker) > 0,5: positiver Zusammenhang
Wenn weniger als 50% der Raucher erkranken, miisste man dagegen annehmen, dass Rau-
chen sogar in gewissem Ausmal} vor Krankheit schiitzt.

p(Raucher *— Kranker) < 0,5: negativer Zusammenhang

1.3.1 Genereller Abhdngigkeits-Wert
Die Wahrscheinlichkeit p gibt die GroBBe der Abhdngigkeit nicht generell an, weil positiver
und negativer Abhiangigkeit unterschiedliche Werte zugeordnet werden. So ist die Abhédngig-
keit von Y zu X bei p(X *— Y) = 3/4 genauso groff wie p(X *— Y) = 1/4, nur im ersten Fall
handelt es sich um eine positive Abhdngigkeit und im zweiten Fall um eine negative Abhin-
gigkeit. Man kann daher einen anderen, auf p basierenden quantitativen Abhdngigkeitsbegriff
p" einfiihren, der positive und negative Abhingigkeit integriert. Urspriinglich bestimmte ich:
p(positive Abhiingigkeit) = 1 — p(negative Abhingigkeit): p**=1 — p*~ . Dies hat sich jedoch
als problematisch erwiesen, weil man sinnvollerweise davon ausgeht, dass sich positive und
negative Abhingigkeit vollstindig ausschlieen.

Ich gehe stattdessen jetzt von einer entsprechenden Beziehung aus, wobei aber p(X * — Y)
nicht fiir positive Abhingigkeit steht und p(X * — Y) nicht fiir negative Abhingigkeit:

pX * - Y) p(X *—> —Y)
4/4 0/4
3/4 1/4
2/4 2/4
1/4 3/4

0/4 4/4
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Es gilt: p(X * > Y) =1 — p(X *> —Y). Anstatt p(X *— —Y) konnte man auch einsetzen:
p—(X *— Y), weil bei der Positiv-Implikation gilt: p(X *— —Y) = p—(X *— Y). Die inte-
grative Abhdngigkeit p® berechnet man nun aus diesen beiden Werten.

Wenig sinnvoll ist es, die beiden Werte zu addieren und durch 2 zu dividieren, dann erhielte

man immer den gleichen Abhédngigkeitswert. Stattdessen errechnet man besser den Betrag der

Differenz: p™=| p(X * > Y) — p(X *— —Y) |. Genauer gesagt:

p* [p(X *> Y)] =| p(X * > Y) - p(X *— —Y) |. Fiir p* [p(X *— —Y)] gilt Entsprechendes.
In Worten: ,Die Abhingigkeit von Y zu X in p(X *— Y) errechnet sich als Betrag der Dif-

ferenz von p(X * > Y) und p(X *— =Y)’.

pX*—>Y) pX* > Y) integr. Abhingigkeit p*
4/4 0/4 |4/4 — 0/4|=4/4=1,0
3/4 1/4 13/4 —1/4|=2/4=0,5
2/4 2/4 12/4 —2/4|=0/4=0
1/4 3/4 |1/4 —3/4|=2/4=10,5
0/4 4/4 |0/4 —4/4|=4/4=1,0

So ergeben sich iiberzeugende Werte:

p[X *— Y) = 4/4] = 1 hat ebenso den hochsten Wert wie p”[X *— Y) = 0/4] = 0; im ersten
Fall liegt maximale positive Abhingigkeit vor, im zweiten Fall maximale negative Abhiangig-
keit. Und bei 50% (im Beispiel p = 2/4) ergibt sich wie gefordert der Wert p* = 0.

Es sei noch kurz angefiigt: Mittels dieses Abhédngigkeits-Begriffs kann man auch die inte-
grative Abhingigkeit bei aussagen-logischen, qualitativen Relationen, konkret bei X *— Y
bestimmen (also ohne dass n bekannt ist). Wie beschrieben, ldsst sich X *— Y auffassen als
p(X *—Y) = 1. Demnach steht X *— =Y fir p(X * > =Y)=1.

Es gilt (nach dem Existenz-Modell): p(X * > Y) =1 < p(X * - —Y) = 0. Somit lésst sich
bestimmen: pA[X *SY]=|pX*>Y)-pX*>=Y)|=]1-0]|=1.

Entsprechendes gilt fiir die Berechnung von p*[—(X *— Y)].

Hier ist allerdings noch Folgendes anzumerken: Bei p(X *— Y) bzw. X *— Y gibt man prin-
zipiell nur an, inwieweit Y von X abhdngig ist. Will man die Gesamtabhdngigkeit zwischen X
und Y angeben, so muss man auch

p(X «*Y) sowie ggf. p(—=X *— =Y) und p(—=X «* =Y)
hinzunehmen. Das ist in diesem Kontext aber verzichtbar (vgl. unten).

1.3.2 p" als Angabe der Grifie einer Abhdngigkeit
Wir haben gezeigt, dass die empirische Wahrscheinlichkeit p nicht sehr gut geeignet ist, die
GrofSe einer Abhingigkeit anzugeben, der auf p basierende Wert p” zwar besser, aber es fehlt
die Erklarung, warum 100% eine groBere (funktionale) Anhangigkeit darstellt als z. B. 75%.
Hierauf kann die theoretische Wahrscheinlichkeit p* eine Antwort geben.

Kommen wir zuriick zur Tabelle mit n = 4:

p(X*>Y) pdez. p p' dez.
4/4 1,0 1/16 0,06
3/4 0,75 4/16 0,25
2/4 0,5 6/16 0,38
1/4 0,25 4/16 0,25

0/4 0,0 1/16 0,06
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p’ gibt ja an, wie viele Mdglichkeiten der Kombination von X und Y es (z. B. bei X *— Y)
jeweils gibt, wenn man die Unabhdngigkeit von X und Y voraussetzt. Je mehr Moglichkeiten
es fiir einen Wert von p gibt (also bei p = 4/4, 3/4, 2/4, 1/4 oder 0/4), desto wahrscheinlicher
ist, dass diese Verteilung auftritt. Wenn nun real eine (theoretisch) unwahrscheinliche Vertei-
lung auftritt, z. B. p(X *— Y) = 4/4, so kann man umgekehrt daraus schlieBen, dass ein Zu-
sammenhang zwischen X und Y besteht. Z. B. kann X kausale Ursache von Y oder aber ein
Teil von Y sein. Und je unwahrscheinlicher diese Verteilung, desto gréfier vermutlich der
Zusammenhang oder die Abhangigkeit von X und Y.

Den p-Wert mit der hochsten p' nennt man ,Erwartungs-Wahrscheinlichkeit’ oder ,Zufalls-
erwartung’ (vgl. 3-3-0-4). Man kann auch sagen, es ist der Wert mit dem hdéchsten Tautolo-
gie-Grad, denn ich habe ja gezeigt, dass man bei synthetischen ebenfalls Strukturen von ei-
nem Tautologie-Grad sprechen darf. Bei einem Gleichgewichts-Relator ist die Zufallserwar-
tung immer p = 0,5, also hier p(X *— Y) =0,5.

Es wire zu diskutieren: Kann die Zufallserwartung auch bedeuten, dass ein geringer bzw.
der geringste Zusammenhang besteht, aber nicht kein Zusammenhang, nicht keine Abhéngig-
keit? Ich halte das letztlich nicht fiir akzeptabel, denn man geht bei einem Zufallsexperiment,
z. B. dem Rollen der Kugel im Roulette, eben davon aus, dass diese Ereignisse vollig unab-
héngig voneinander sind, d. h. also die Zahl, die bei einem Kugellauf kommt, ganz unabhén-
gig ist von den vorausgegangenen und den folgenden (,,Die Kugel hat kein Gedichtnis.*); und
dies wird idealerweise von der Zufallserwartung erfiillt. Man kodnnte einwerfen, dass es in
einem vernetzten Universum gar keine Ereignisse gibt, die vollig unabhéngig voneinander
sind, aber dies ist fiir die logisch-mathematische Betrachtung nicht wirklich relevant, auler-
dem kann man diese These der universalen Interdependenz auch bestreiten.

Der grofite Zusammenhang ist gegeben, wenn p(X *— Y) = 1, also im deterministischen
Fall (entsprechendes gilt fiir p = 0). Hier gilt der geringste Wert von p'. Deterministischer Fall
und Zufallserwartung sind also Gegensdtze. Generell kann man fiir p(X *— Y) sagen: je klei-
ner p’, desto grofer der Zusammenhang:

p=1: hochste empirische (positive) Abhingigkeit p' = minimum
p=0: hochste empirische negative Abhingigkeit / Gegensatz  p' = minimum
p = 0,5: keine Abhéngigkeit zwischen X und Y, Zufallserwartung p = maximum

p' ist also auch geeignet, die Grdfe der Abhingigkeit von X und Y anzugeben. Allerdings
differenziert es genau wie p” nicht zwischen positiver und negativer Abhingigkeit. Z. B. kann
man aus p' = 4/16 nicht sehen, ob gilt p(X *— Y) = 3/4 oder p(X *— Y) = 1/4.

Fassen wir zusammen: p und p' geben beide die Grdfe einer Abhingigkeit an; dabei ergibt
sich aber folgender Unterschied:

Die Objekt-Wahrscheinlichkeit p gibt die Abhédngigkeit absolut an. Wenn wir z. B. wissen,
dass p =1 (z. B. 4/4), wissen wir, dass vollstdndige (positive) Abhdngigkeit gegeben ist.

Die Meta-Wahrscheinlichkeit p' gibt dagegen die Abhingigkeit relativ, innerhalb einer Ver-
teilung an. Wir kénnen nicht sagen, dass ein bestimmter Wert von p' vollstindige Abhéngig-
keit anzeigt; bei p(X *— Y) = 4/4 ist dieser Wert 1/16, aber bei einer anderen Relati-
on(sgrofe) ist es ein anderer Wert. Doch wir konnen feststellen: Der niedrigste Wert von p*
(innerhalb einer Verteilung) zeigt die grofite Abhdngigkeit an (positive oder negative); und
der héchste Wert von p' zeigt die geringste bzw. gar keine Abhdngigkeit an, namlich die Zu-
fallserwartung. Dies gilt zunéchst fiir die Positiv-Implikation X *— Y bei anderen Relatoren
konnen sich Unterschiede ergeben.
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1.3.3 p"als Angabe der Sicherheit einer Abhdngigkeit
In der Statistik wird sinngeméal} zuweilen angegeben: Die empirische Wahrscheinlichkeit gibt
die Grdfle eines Zusammenhangs an, die theoretische Wahrscheinlichkeit die Sicherheit. Man
kann diese These folgendermallen zusammentfassen:
— p gibt die Gréfe einer Abhdngigkeit an:
je groBer p (liber der Zufallserwartung: 0,5), desto groBBer der positive Zusammenhang;
je kleiner p (unter 0,5), desto groBer der negative Zusammenhang
—p" gibt die Sicherheit einer Abhdingigkeit an (wobei der Wert von p eingeht)
je kleiner p’, desto groBer die Sicherheit des Zusammenhangs (desto sicherer)
je groBer p', desto kleiner die Sicherheit des Zusammenhangs (desto unsicherer)
Anders gesagt: je groBer der Informationsgehalt p', desto sicherer der Zusammenhang.

Wie lisst sich dieses These begriinden? Man kann darauf hinweisen, dass p' bei gleichem p
unterschiedlich groB ist.
Beispiel: p = 0,5, genauer p(X *— Y) = 0,5, also Zufalls-Erwartung:

n p=0,5 p’ p’ dez.
2 1/2 2/4 0,5

4 2/4 6/16 0,38

6 3/6 20/64 0,31

8 4/8 70/256 0,27
10 5/10 252/1024 0,25

Obwohl p immer gleich ist, ndmlich p = 0,5 (und so auch p” immer gleich, niamlich p* = 0),
nimmt p' je nach der GroBe von n einen anderen Wert an. Und zwar fillt der p'-Wert der Zu-
falls-Erwartung mit steigendem n: also je groBer n, desto kleiner p'.

Der Nenner von pT ist 2", entsprechend 22, 24, 26, 28 ,210. Die genaue Berechnung ergibt sich
aus den Formeln in 3-3-2.

Dasselbe zeigt sich bei p = 1, im deterministischen Fall. Auch hier ist p' unterschiedlich je
nach der GréBe von n, obwohl p immer gleich bleibt (p = 1) und auch stets p* = 1.
Im deterministischen Fall fllt p" mit steigendem n noch stirker:

p=1 p p’ dez.
1/1 12 0,5

2/2 1/4 0,25
3/3 1/8 0,13
4/4 1/16 0,06
5/5 1/32 0,03

Z.B.istbei p(X *> Y)=3/3=1und p(X *> Y) =5/5 =1 die Gréfle des Zusammenhangs
gleich, namlich n/n = 1. Dagegen differiert p':

p IpX*>Y)=3/3=1]=1/8=0,13

p Ip(X *>Y)=5/5=1]=1/32=0,03
Man konnte das so interpretieren, dass hier die Sicherheit unterschiedlich ist, mit der p = 1
gilt. Dass im Beispiel der Zusammenhang von X und Y bei p(X *— Y) = 5/5 = 1 sicherer ist
als bei p(X *— Y) = 3/3 = 1. Allgemein, dass p bzw. p” eben die Grdfe des Zusammenhangs
angeben, p' dagegen die Sicherheit (der GroBe) des Zusammenhangs.

Aber diese Interpretation wirft auch Probleme auf, gerade bei der Zufallserwartung p = 0,5.
Betrachtet man nur den Wert p = 0,5, z. B. p(X *— Y) = 0,5, so kann man eben vermuten,
dass die GroBe des Zusammenhangs 0,5 ist. Wie ich jedoch gezeigt habe, besteht bei p = 0,5
gerade kein Zusammenhang. Dies wird aber durch p' ausgedriickt, weil (in dieser Konstellati-
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on) gilt: Wenn p' maximal ist, dann besteht kein Zusammenhang. Man miisste vielleicht die
Anwendung von p' danach differenzieren, ob es sich auf ein bestimmtes n (z. B. n = 4) be-
zieht oder auf mehrere GroBlen von n (1, 2, 3 ...). Innerhalb einer Grofle von n (z. B. n = 4)
kann man offensichtlich auch sagen, dass p' die Grdfle des Zusammenhangs angibt, und zwar
relativ zu einer Verteilung (4/4, 3/4, 2/4, 1/4, 0/4). Eine letzte Klarung steht hier noch aus.

2. Verkniipfte Gleichgewichts-Relationen

2.1 Bedingung p(=X *—>Y)=0
2.2 Bedingung p(—=X *—>Y)=1
2.3 Bedingung p(—X *—> Y)=0,5

Wir haben bisher Relationen der Form X *— Y bzw. quantitativ p(X *— Y) = t/n fiir sich
allein untersucht. Um aber die Abhdngigkeit, den Zusammenhang von X und Y genauer beur-
teilen zu konnen, miissen wir auch noch weitere Relationen heranziehen und miteinander ver-
kniipfen, also eine komplexere Analyse vornehmen.

p(X *— —=Y) miissen wir nicht unbedingt beriicksichtigen, weil ja (nach dem Existenz-
Modell) gilt: p(X *—> Y) =1 — p(X *—> =Y).

Dagegen miissen wir p(—X *— Y) bzw. p(—X *— —Y) beriicksichtigen. Wenn wir z. B.
eine Aussage machen wollen, wieweit Rauchen zu Krankheit fiihrt, miissen wir auch beriick-
sichtigen, ob Nicht-Raucher gesiinder sind als Raucher.

Die Frage ist, ob wir zusétzlich auch X «<—* Y und ggf. —X «* —X heranziehen miissen.
Bei der normalen Aquivalenz X <> Y wire das unproblematisch, denn es gilt:

XY o X>oY)A (X<Y)
Auch bei der normalen Implikation X — Y ist das unproblematisch, weil hier das Gesetz der
Kontraposition gilt:

X>Y © XY bzw. - X>Y © XY
Aber wie gezeigt wurde, gilt (bei der vorrangigen Interpretation) der Positiv-Implikation die
Kontraposition nicht. Dennoch ist es normalerweise verzichtbar, X <—* Y heranzuziehen,
wenn wir nur die Abhdngigkeit von Y zu X untersuchen wollen.

Nur wenn wir die vollstindige Korrelation von X und Y analysieren wollen, brauchen wir
auch X «* Y bzw. X *<> Y. Insofern man alle moglichen Beziehungen von X und Y bertick-
sichtigt, kann man anstelle von ,4bhdngigkeit’ von ,Korrelation’ sprechen (ich werden diese
begriffliche Differenzierung aber nicht immer anwenden).

Allerdings wire hier eine qualitative Darstellung X *<> Y bzw. eine deterministische Dar-
stellung p(X *«> Y) = 1 nicht brauchbar. Eine Relation wie Rauchen <> Kranksein wiirde
aussagen, dass Rauchen die einzige Ursache von Krankheit ist, was vollig unrealistisch ist.

Bei Krankheiten, aber im Grunde generell haben wir es real mit Sachverhalten zu tun, fiir
die es mehrere Ursachen gibt. Rauchen ist nur eine Ursache von Krankheit, es gibt viele an-
dere wie Infektion, falsche Erndhrung, Bewegungsmangel, Verletzung usw.

Fiir eine volistindige Analyse miisste man noch zusdtzliche Variablen miteinbeziehen, im
Sinne von Multi-Kausalitiit. Hier konnte man dann doch die Aquivalenz einsetzen, qualitativ
in der Form: X; A X5 A ... A Xj *<> Y. Oder man miisste p(X *<> Y) =1/n einen nur statisti-
schen Wert (< 1) zuweisen. Aber die Logik solcher multivariaten Verhdltnisse zu analysieren,
wiirden den Rahmen dieser Arbeit sprengen und fiihrte auch mehr in das Gebiet der Statistik.

Wir wollen nun mégliche Kombinationen von p(X *— Y) und p(—X *— Y) untersuchen.
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2.1 BEDINGUNG p(—X *— Y)=0

Wenn wir wissen, dass p(—X *— Y) = 0, ergibt sich eine verdnderte Deutung der Werte von
p(X *— Y). Nehmen wir als modifiziertes Beispiel: X = Rauchen bzw. Raucher, Y = Bron-
chitis bzw. Bronchitiker. Dann bedeutetet p(—X *— Y) = 0:
,,Kein Nicht-Raucher hat Bronchitis® bzw. ,,alle Nicht-Raucher haben keine Bronchitis®.
Wenn dem so ist, dann signalisiert aber z. B., dass 10% aller Raucher Bronchitis haben,
bereits eine schwache positive Abhdngigkeit zwischen Rauchen und Bronchitis, nicht eine
negative Abhéngigkeit wie in der bisherigen Analyse. Generell zeigt in diesem Fall jeder
Wert iiber 0% (p > 0) eine positive Abhédngigkeit.

p(=X*>Y)=0 pX*>Y) pdez. Abhéngigkeit von Y zu X
4/4 1,0 grofite Abhédngigkeit
3/4 0,75 grofle Abhéngigkeit
2/4 0,5 mittlere Abhingigkeit
1/4 0,25 geringe Abhdngigkeit
0/4 0,0 keine Abhingigkeit

Vergleichen wir noch einmal die beiden Ansitze:

p(X*—>Y) | GroBe der Abhingigkeit (1) GroBe der Abhédngigkeit (2)
p(=X *> Y) unbestimmt pP(=X*>Y)=0

4/4 (1,0) grofte positive Abhiangigkeit grofite positive Abhéngigkeit

3/4 (0,75) | mittlere positive Abhdngigkeit grof3e positive Abhingigkeit

2/4 (0,5) keine Abhingigkeit mittlere positive Abhingigkeit

1/4 (0,25) | mittlere negative Abhéngigkeit geringe positive Abhadngigkeit

0/4 (0,0) grofite negative Abhangigkeit keine (positive) Abhingigkeit

Besonders auffallend ist der Unterschied bei p = 0,5. Betrachtet man p(X *— Y) isoliert, steht
das fiir ,,keine Abhingigkeit®. Insgesamt ist der Verlauf non-linear, verlduft in einer Kurve.

Setzt man zusétzlich p(—X *— Y) = 0, dann steht p(X *— Y) = 0 fiir ,,mittlere positive Ab-
hingigkeit”. Es ergibt sich hier also eine /ineare Darstellung: je groBBer p(X *— Y), desto
grofer ist die Abhdngigkeit von Y in Bezug auf X.

Beziehen wir jetzt die theoretische Wahrscheinlichkeit p' mit in die Analyse ein. Wir haben
gesehen: p'[p(X *— Y)=4/4=1]=1/16, entsprechend p' [p(—X *— Y) = 0/4 = 0] = 1/16.
Da p(—X *— Y)und p(X *— Y) vollstindig voneinander unabhdngig sind, erhdlt man den
Wert von p'[p(X *— Y) =4/4 und p'[p(—X *— Y) = 0/4 durch Multiplikation.

P IpX *> Y)=4/4 A p(—=X *—> Y)=0/4]=1/16 x 1/16 =1/256 = 0,0039062 ~ 0,00

Insgesamt ergibt sich:

p(=X*>Y) |p" A |pxrov)|p' Produkt |[p' A dezimal
0/4=0 1/16 4/4 1/16 1/16x1/16|1/256 ~0,00
Y4 4/16 1/16x4/16|4/256 0,016
2/4 6/16 1/16x6/16|6/256 0,023
Ya 4/16 1/16x4/16 |4/256 0,016
0/4 1/16 1/16x1/16|1/256 ~0,00
16/16 16/256
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Ubertragen wir den resultativen Wert von p' in die oben gezeigte Aufstellung:

p(=X*>Y)=0 pX*>Y) pdez. Abhéngigkeit von Y zu X p
4/4 1,0 grofite Abhéngigkeit 1/256
3/4 0,75 groBe Abhdngigkeit 4/256
2/4 0,5 mittlere Abhingigkeit 6/256
1/4 0,25 geringe Abhdngigkeit 4/256
0/4 0,0 keine Abhingigkeit 1/256

Die p'-Werte bestitigen die Analyse:
e Am unwahrscheinlichsten ist: p(—X *—> Y)=0/4 A p(X *—> Y)=4/4
Insofern liegt hier eine maximale Abhdngigkeit von Y zu X vor. Man kann zuvorderst anneh-
men, dass X eine kausale Ursache von 'Y ist.
e Ebenfalls den kleinsten Wert p' = 1/256 hat: p(—X *— Y)=0/4 A p(X *— Y) = 0/4
Hier gilt also im Beispiel: ,,Kein Nicht-Raucher hat Bronchitis und kein Raucher hat Bronchi-
tis“. Das bedeutet: Wenn man davon ausgeht, dass sich die Menschen in Raucher und Nicht-
Raucher untergliedern, dann kidme die Krankheit Bronchitis beim Menschen gar nicht vor
(ggf. wére zu analysieren, ob sie bei anderen Lebewesen vorkommt — sonst wére es ja nur
eine virtuelle Krankheit). Die Deutung von p ist hier schwierig (vgl. spiter).
e Den groften Wert von p' hat die mittlere Abhdingigkeit von Y zu X:
p'Ip(=X *— Y)=0/4 A p(X *— Y)=2/4]=6/256

Hier zeigt sich: Genauso wie p(X *— Y) = 2/4 fiir sich alleine den hdchsten Wert von p' hat,
so besitzt auch p(—=X *—> Y) =0/4 A p(X *— Y) =2/4 den hochsten Wert. Nur steht eben
p(X *— Y) = 2/4 isoliert fiir ,,keine Abhédngigkeit, p(X *—> Y)=0/4 A p(—X *> Y)=2/4
steht dagegen fiir ,,mittlere Abhédngigkeit”. Mittlere Abhdngigkeit mag bedeuten: X ist eine
Teilursache von Y.

Die weiteren Werte brauchen wir hier nicht zu analysieren, denn es zeigt sich ja eine genaue
Parallele zu den schon analysierten Werten. Nur wihrend bei pT[p(X *— Y)] der Nenner die
GroBe 16 besitzt, ist eben bei p'[p(—=X *— Y) A p(X *— Y)] der Nenner 16 x 16 = 256.

2.2 BEDINGUNG p(—X *—> Y) =1

Nachdem wir eben analysiert haben, was sich fiir p(X *— Y) ergibt, wenn p(—=X *— Y) =0,
fragen wir uns jetzt nach den Folgen, wenn p(—=X *— Y) = 1, im Beispiel 4/4.

Hier kénnen wir uns eine genaue Berechnung bzw. Darstellung der p'-Werte ersparen, sie
stimmen ndmlich genau mit den oben genannten (bei p(—X *— Y) = 0) liberein. Was ergibt
sich aber fiir die Interpretation?

p(=X*>Y)=1 pX*>Y) pdez. Abhéngigkeit von Y zu X p'
4/4 1,0 keine Abhéngigkeit 1/256
3/4 0,75 geringe negative Abhéngigkeit 4/256
2/4 0,5 mittlere negative Abhdngigkeit 6/256
1/4 0,25 grof3e negative Abhédngigkeit 4/256
0/4 0,0 grofite negative Abhdngigkeit 1/256

Zur Erlduterung am Beispiel: Wenn 100% (4/4) der Nicht-Raucher eine Bronchitis haben und
ebenfalls 100% (4/4) der Raucher, dann besteht kein Zusammenhang zwischen Rauchen und
Bronchitis, sie stehen in einem zufdlligen Verhiltnis. Man miisste ggf. nach anderen Kausal-
faktoren suchen, welche Bronchitis auslosen.
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Allerdings ist die Deutung von p' hier problematisch. Wir haben bisher gesehen, dass kein
Zusammenhang als Zufalls-Erwartung mit dem hichsten Wert von p' einhergeht. Hier ergibt
sich aber der niedrigste Wert, nimlich p* = 1/256. Eine vollstindige Erklirung fiir dieses
Phénomen steht noch aus. Eventuell ist die Verwendung von p" nur unter bestimmten Rah-
menbedingungen sinnvoll.

Eine andere, bessere Interpretation ist die folgende: Man geht von der Menge aller Men-
schen aus, die sich in Raucher und Nicht-Raucher unterteilen (in welchem Prozentsatz, ist
hier irrelevant). Alle Raucher und Nicht-Raucher leiden unter Bronchitis. Zwar ist das Ver-
héltnis zwischen Rauchen und Bronchitis somit zufdllig, aber nicht das Verhéltnis zwischen
Mensch und Bronchitis. Da gilt sogar der A//-Satz, die deterministische Abhingigkeit:
p(Mensch *— Bronchitis) = 8/8 = 1. Und dafiir ergibt sich eine p' = 1/256, und fiir p = 1 ist
die niedrige p" auch plausibel. Man kénnte folgern, dass das Menschsein selbst eine kausale
Ursache der Bronchitis ist, z. B. wegen einer Erbkrankheit.

Mensch
Raucher Nicht-Raucher
| |
100% 100%
Bronchitis Bronchitis

Wenn 100% (4/4) der Nicht-Raucher husten, aber nur 75% (3/4) der Raucher, dann miisste
Rauchen sogar eine gewisse Schutzwirkung gegen diese Krankheit haben. Und wenn sogar
nur 0% der Raucher an Bronchitis erkranken, dagegen 100% der Nicht-Raucher, dann wére
umgekehrt gerade Nicht-Rauchen die Ursache von Bronchitis (was natiirlich den realen medi-
zinischen Daten vollig widerspricht).

2.3 BEDINGUNG p(—X *— Y) = 0,5

Hier erhalten wir andere Werte von p':

p(=X*->Y)|p' A |pX*>Y)[p Produkt |p' A dezimal
2/4=05 |6/16 4/4 1/16  |6/16x1/16]6/256  ]0,02
Y 4/16  |6/16x4/16(24/256 0,09
2/4 6/16  |6/16x6/16|36/256 0,14
Vi 4/16  |6/16x4/16|24/256 0,09
0/4 1/16  |6/16x1/16]6/256 0,02
16/16 96/256

Ubertragen wir den resultativen Wert von p' (p' A) wieder in unsere Aufstellung:

p(=X*>Y)=0,5 p(X*->Y) pdez. AbhingigkeitvonY zuX p
4/4 1,0  mittlere positive Abhéngigkeit 6/256
3/4 0,75 geringe positive Abhédngigkeit 24/256
2/4 0,5  keine Abhdngigkeit 36/256
1/4 0,25 geringe negative Abhingigkeit 24/256

0/4 0,0  mittlere negative Abhdngigkeit 6/256
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Zur Erlduterung an einem Beispiel: Wenn 50% aller Nicht-Raucher Bronchitis haben und
ebenso 50% aller Raucher, dann kann man wieder davon ausgehen, dass kein Zusammenhang
zwischen Rauchen und Bronchitis besteht. Liegt aber der Anteil der kranken Raucher iiber
50%, ist eine positive Abhdngigkeit gegeben (d. h. Rauchen fordert Bronchitis); liegt der An-
teil der kranken Raucher unter 50%, ist eine negative Abhdngigkeit gegeben (d. h. Rauchen
verringert Bronchitis).
Entsprechende Verhiltnisse ergeben sich, wenn wir andere Werte heranziehen, z. B.:
pIp(=X *—> Y)=3/4 A p(X *— Y)=1/4] =16/256
Manches musste hier vereinfacht werden, um den Rahmen des Textes nicht zu sprengen. Eine
umfangreichere Tabelle findet sich im Kapitel 5: System: 5-3-3-5.
Ein wesentliches Resultat soll noch festgehalten werden: Immer wenn
P=X *=> Y) = p(X ¥ Y)
liegt ein zufdlliges Verhiltnis vor, also keine Abhangigkeit zwischen X und Y (auch wenn das
von p' her nicht immer plausibel zu begriinden ist.)

3. Ungleichgewichts-Relationen

3.1 Non-lineare Werte
3.2 Zufalls-Erwartung
3.3 Abhiéngigkeit

Ungleichgewichts-Relatoren sind Relatoren wie Implikator — und Konjunktor A. Hier ist in
der Wahrheitstafel die Anzahl der + (plus) und der — (minus) ungleich, steht also im Un-
gleichgewicht. Ich konzentriere mich hier auf den Implikator bzw. die Implikation X — Y.

3.1 NON-LINEARE WERTE

X —> Y hat strukturell eine theoretische Wahrscheinlichkeit p' = 3/4 = 0,75. In quantifizierter
Form gilt: p' ist maximal 0,75, aber nur bei n = 1. Bei n = 2 gibt es noch den Wert 9/16 =
0,56. Auch hier gilt natiirlich: Verwendet man nur eine Variable X = X oder mehr als zwei
Variablen, z. B. X - Y — Z, ergeben sich andere Werte.

n pX—=>Y) p p’ dez.

1 1/1 3/4 0,75
0/1 1/4 0,25

2 2/2 9/16 0,56
1/2 6/16 0,38
0/2 1/16 0,06

Mit steigendem n fillt p'. Ab n =3 liegt p'[X — Y] immer unter 0,5: so gesehen sind auch
hier alle Verteilungen (theoretisch) unwahrscheinlich.

p' bildet bei p(X — Y) keine symmetrische Kurve, es liegt aber auch keine streng lineare
Abhingigkeit vor: z. B. die Werte fiir p'[p(X — Y) = 1/n] bei n = 4:
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pX—=>Y) p p’ dez.
4/4 81/256 0,32
3/4 108/256 0,42
2/4 54/256 0,21
1/4 12/256 0,05
0/4 1/256 ~0,00

3.2 ZUFALLS-ERWARTUNG

Anders als bei den Gleichgewichts-Relatoren liegt die Zufallserwartung (p-Wert mit dem
hochsten Wert von p') hier also nicht bei p = 0,5 (im Beispiel p = 2/4), sondern bei p = 0,75
bzw. p = 3/4.

Allgemein gilt fiir p(X — Y) bei n = 4:
p=1 p' < maximum (hier: 81/256)
p=0 p' = minimum (hier: 1/256)
0<p<1 p"=maximum (hier: 108/256)

Vergleichen wir unterschiedliche Zufallserwartungen von p(X — Y):

n p p dez. D" p’ dez.
1 1/1 1,0 3/4 0,75
2 2/2 1,0 9/16 0,56
3 3/3 1,0 27/64 0,42
4 3/4 0,75 108/256 0,42
5 4/5 0.8 405/1024 0,40
6 5/6 0,83 1458/4096 0,36

Man sieht: bein =1, n =2 und n = 3 ist sogar p = 1 die Zufallserwartung von p(X — Y),
wihrend bei der Positiv-Implikation p(X *— Y) der Wert p = 1 und die Zufallserwartung
gerade Gegensdtze sind. Bei p(X — Y) sind dagegen p = 0 und die Zufallserwartung Gegen-
sdtze.

Die Zufallserwartung von p(X — Y) hat maximal einen Wert von p' = 0,75. (Hinzufiigen
muss ich noch: bei n = 3 besteht fiir p = 2/3 ebenfalls eine theoretische Wahrscheinlichkeit
von p' =27/64, man kann p = 2/3 hier also ebenfalls als Zufallserwartung ansehen.).

Insgesamt sind die Werte bei Ungleichgewichts-Relatoren wie X — Y viel ungeregelter als
bei Gleichgewichts-Relatoren. Der Nenner berechnet sich 4", fiir die Gesamtberechnung ver-
weise ich auf 3-3-1.

Vergleichen wir noch verschiedene deterministische Werte von p(X — Y) = 1.

n p=1 p p’ dez.
1 1/1 3/4 0,75
2 2/2 9/16 0,56
3 3/3 27/64 0,42
4 4/4 81/256 0,32
5 5/5 243/1024 0,24
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Hier ist die Berechnung einfach, wie schon frither aufgezeigt: p' = 3"/4", genauer:
p'[p(X = Y) =n/n] = (3/4)"

Dies zeigt noch einmal, dass wir in diesen Féllen immer die ungekiirzten p-Werte angeben
miissen: p = 1/1, 2/2, 3/3 usw. und nicht einfach pauschal p =1 einsetzen diirfen.

3.3 ABHANGIGKEIT

Bei der normalen Implikation X — Y ist die Abhdngigkeit viel schwieriger zu bestimmen als
bei der Positiv-Implikation X *— Y.

Bei der Positiv-Implikation X *— Y stehen empirische und theoretische Wahrscheinlichkeit
in einem klaren Verhéltnis, vereinfacht:

p p'

maximal (1) minimal
mittig (0,5) maximal
minimal (0) minimal

Dagegen stehen p und p' bei X — Y in einem komplizierten Verhiltnis (z. B. bei n = 4):

pX—=>Y) p p' dez.
4/4 81/256 0,32
3/4 108/256 0,42
2/4 54/256 0,21
1/4 12/256 0,05
0/4 1/256 ~0,00

Es gibt somit 2 Methoden, die Abhédngigkeit von X — Y zu bestimmen, iiber die Objekt-
Wahrscheinlichkeit p und iiber die Meta-Wahrscheinlichkeit p':

¢ Bestimmung der Abhéngigkeit von Y zu X in X — Y: iiber p
Hier entspricht die Abhingigkeit von X — Y der von X *— Y.

pX—>Y) Abhingigkeit gemiBl p

4/4 grofite positive Abhéngigkeit
3/4 mittlere positive Abhéngigkeit
2/4 keine Abhdngigkeit

1/4 mittlere negative Abhingigkeit
0/4 grofite negative Abhangigkeit

Im Gegensatz zu X *— Y ergeben sich aber bei X — Y Diskrepanzen. Z. B. liegt hier der
grofite Wert von p' bei p = 3/4; somit wire also 3/4 die Zufallserwartung (= keine Abhingig-
keit), wihrend es — von p aus betrachtet — eine positive Abhdingigkeit ist.

e Bestimmung der Abhingigkeit von Y zu X in X — Y iiber p"
Hier wire die groBte Abhingigkeit bei 0/4 gegeben, weil dort p’ am geringsten ist.
Im Einzelnen zeigt das die folgende Ubersicht:
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pX—>Y) D’ p' dez. Abhingigkeit gemiB p*
4/4 81/256 0,32 geringe Abhangigkeit
3/4 108/256 0,42 keine Abhdngigkeit
2/4 54/256 0,21 mittlere Abhingigkeit
1/4 12/256 0,05 grofle Abhingigkeit
0/4 1/256 ~0,00 grofite Abhéngigkeit

Da p' nicht zwischen positiver und negativer Abhingigkeit unterscheidet, ist es schwierig,
hier jeweils anzugeben, ob eine positive oder negative Abhéangigkeit vorliegt, dies geht nur im
Riickgriff auf p. Zwar mag man z. B. p(X — Y) = 4/4 eindeutig als positive Abhidngigkeit
bestimmen. Und bei p = 1/4 und p = 0/4 liegt eine negative Abhéngigkeit vor. Aber beim
Wert p(X — Y) = 3/4 ist es schwierig: gemiB p ist es eine positive Abhdingigkeit, gemaB p" ist
es gar keine Abhdngigkeit; dhnlich ist der Wert p = 2/4 schwierig einzuordnen.

Da die Abhdngigkeit von Y zu X sich hier also nur schwer genau bestimmen ldsst, ist die
Implikation X — Y auch viel problematischer fiir eine Kausalanalyse zu handhaben als die
Positiv-Implikation X *— Y.

Erstens, weil — wie beschrieben — der Verlauf des Wertes von p' nicht so symmetrisch und
gleichmiBig verlauft. Wenn man die Abhéngigkeit mit p' darstellen will, so ergibt sich z. B.
bei n = 4 (vgl. die Tabelle oben): T 1 4 !, d. h. p" geht erst 1x hoch (von 81/256 auf
108/256) und dann 3x runter, es ist schwer, so eine Entwicklung der Abhédngigkeit zu begriin-
den. Vor allem auch, weil p dagegen 4x fillt (von 4/4 auf 3/4 auf 2/4 usw.), was eben eine
Zuordnung von p' zu p schwierig macht.

Zweitens, die Werte von p und p" stehen bei X — Y in keinem direkt einleuchtenden Ver-
hiltnis. Anders bei X *— Y, hier weisen p = 1 und p = 0 beide den niedrigsten Wert von p"
auf, was plausibel ist und unseren normalsprachlichen Intuitionen entspricht (jedenfalls nach
einigem Nachdenken). Bei X — Y besitzen dagegen p = 1 und p = 0 unterschiedlichen Werte
von p'; auBerdem ist (bei n = 4) p = 3/4 (0,75) die Zufalls-Erwartung, bei der also keine Ab-
hiangigkeit bestehen soll, was auch problematisch ist. Das alles ergibt sich zwar aus der Defi-
nition der Implikation, aber es zeigt auch noch mal, welche Probleme diese Definition auf-
wirft, auch in der Wissenschaftstheorie; denn man formalisiert wissenschaftliche Sdtze norma-
lerweise mittels der Implikation.

Drittens, X — Y und =X — Y sind voneinander logisch abhdngig, wogegen X *— Y und
—X *—> Y logisch unabhdngig sind. Das wird sofort deutlich, wenn man die entsprechenden
(aus den Wahrheitstafeln gebildeten) Briiche einsetzt:

PX* - ¥) = —
a+b
p(=X*>Y)= <
c+d
a+c+d
X>Y)= ———=
p( ) a+b+c+d
at+b+c
X>Y)= — -
P ) a+b+c+d

X*>Y) A(=X*>Y)bzw. p(X*>Y)=1/n A p(=X *— Y) = s/m ist somit synthetisch
(oder aber eine pseudo-analytische Relation). Denn in den Briichen kommen nur unterschied-
liche Variablen vor, im ersten Bruch a und b, im zweiten Bruch ¢ und d.
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Dagegen ist p(X = Y) =1t/n A p(—=X — Y) = s/n eine semi-analytische Relation. Hier
kommen in beiden Briichen alle Variablen a, b, ¢ und d vor; die Nenner sind gleich, die Zah-
ler iiberschneiden sich.

Der semi-analytische Status zeigt sich vor allem auch daran, dass X - Y und =X —> Y
nicht beide falsch sein konnen.

(X>Y)A=a(=X>Y) bzw. p(X > Y)=0 A p(—=X — Y) =0 ist eine Kontradiktion.
Anders gesagt: =(—=X = Y) = (X = Y), quantitativ: p(-X > Y)=0 = p(X—>Y)=1.

Im Beispiel gilt: ,,Kein Nicht-Raucher hat Bronchitis = alle Raucher haben Bronchitis®.
Auch das widerspricht unseren Intuitionen.

Aus all diesen Griinden werde ich hier eine Kausalanalyse mittels der Normal-Implikation
X — Y nicht weiter untersuchen.

4. Zufall und Korrelation

4.1 Objekt-Ebene

4.2 Abhingigkeit auf Basis der empirischen Wahrscheinlichkeit
4.3 Abhingigkeit auf Basis der theoretischen Wahrscheinlichkeit
4.4 Ausgleich

4.5 Das Unwahrscheinlichkeits-Universum

Im Punkt 4 sollen die Aussagen der ersten drei Punkten einerseits zusammengefasst, vor al-
lem aber noch einmal vertieft, systematisiert und erweitert werden.

Dies geschieht in folgender Reihenfolge, anhand eines Beispiels erldutert:

¢ Objekt-Ebene

Wir stellen z. B. fest: p(X *— Y) = 7/10, Beispiel: p(Sportler *— gesund) = 7/10. Also: 7
vonl0 Sportlern sind gesund. Dies sei eine reprdsentative Stichprobe. Wir gehen davon aus,
dass in der Gesamtheit dasselbe Verhiltnis gilt (zur Problematik vgl. unten).

o Abhingigkeit auf der Basis der empirischen Wahrscheinlichkeit p

Wir deuten das obige Ergebnis so, dass eine Abhdngigkeit von Y zu X besteht, weil 70% der
Sportler gesund sind. Bestinde ein zufdilliger Zusammenhang, dann wiirden wir (zunichst)
erwarten, dass etwa 50% der Sportler gesund sind.

o Abhingigkeit auf der Basis der theoretischen Wahrscheinlichkeit p"

Fiir p = 7/10 besteht eine theoretische Wahrscheinlichkeit von p' = 120/1024 = 0,12. Auch
dies deuten wir so, dass eine Korrelation besteht und zwar mit gewisser Sicherheit. Denn z. B.
fiir die Zufallserwartung p = 5/10 bestidnde eine deutlich hohere theoretische Wahrschein-
lichkeit von p' = 252/1024 = 0,25. Und je niedriger p', desto héher und sicherer der Abhin-
gigkeit.

o Kausalitét

Um zu testen, ob hier aber wirklich ein Kausal-Zusammenhang vorliegt, miissen wir weitere
Tests vornehmen. Z. B. muss man auch die Relation p(=X *— Y) = s/m heranziehen, man
muss priifen, ob X zeitlich vor Y stattfindet (oder umgekehrt) u.v.m.

4.1 OBJEKT-EBENE

Die Objekt-Ebene ist die Ebene, auf der wir die relative Hdufigkeit einer Relation feststellen
bzw. sie mit der empirischen Wahrscheinlichkeit angeben.



564 Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

Dabei sei noch einmal daran erinnert: fiir p(X *— Y) = r/n kdnnen wir vor allem zwei dquiva-
lente Deutungen abgeben, am Beispiel p(X — Y) = 7/10:

e Klasse mit Angabe der relativen Hdufigkeit: 7 von 10 (oder 70% der) X sind Y

e Individuum mit Angabe der Wahrscheinlichkeit: ein (beliebiges) X ist mit einer

Wabhrscheinlichkeit von 0,7 (oder 70%) ein Y

D. h. ich verwende das Symbol ,p’ sowohl fiir die relative Hdufigkeit als auch fiir die empiri-
sche Wahrscheinlichkeit (man kann zwar auch dazwischen differenzieren, aber dies macht es
unnotig noch komplizierter).

4.1.1 Endliche Gesamtheit
Die Grundgesamtheit (oder kurz Gesamtheit) umfasst alle Elemente einer Klasse = n.
Wenn r X von der Gesamtheit n auch Y sind, schreibe ich: p/Gesamtheit(X *— Y) = r/n
Beispiel: Angenommen, die Gesamtheit aller (deutschen) Sportler sei 100.000.
Man untersucht alle Sportler (100.000) und stellt fest: 70.000 sind gesund.
Hier kann man zu Recht eine dezimale oder prozentuale Angabe machen, z. B.:

p(Sportler *— gesund) = 0,7 oder p(Sportler *— gesund) = 70%
Aber es ist normalerweise vollig unrealistisch, eine so grole Anzahl wie 100.000 Sportler
oder andere Individuen zu untersuchen. D. h. bei sehr grofien Gesamtheiten bzw. Mengen ist
es in der Wissenschaftspraxis kaum moglich, alle Elemente zu untersuchen.

Und es gibt hier noch zwei besondere Probleme: Wenn man (zum heutigen Zeitpunkt) Aus-
sagen Uber alle Elemente einer Menge, z. B. alle Menschen machen will, dann hat man es
auch mit vergangenen Elementen (also bereits verstorbenen Menschen) und zukiinftigen Ele-
menten (Menschen, die erst noch geboren werden) zu tun.

Erstens, wie will man Elemente aus der Vergangenheit untersuchen? Gerade, wenn es sich
vor langer Zeit Verstorbene handelt, etwa Menschen aus der Steinzeit, ist es undenkbar, diese
Menschen und ihre Eigenschaften (genau) zu erfassen. Ein zuséitzliches Problem ist hier, ab
wann man in der Evolution von Menschen und nicht mehr von Vor-Menschen ausgeht.

Zweitens, noch problematischer sind Aussagen iiber zukiinftige Menschen, denn hier stoflen
wir auch auf physikalische Probleme, inwieweit die Zukunft determiniert ist. (Und es ergibt
sich das zusitzliche Problem, ab wann wir, bei fortschreitender Evolution, noch von ,Men-
schen’ sprechen diirfen.) Man kann nicht mit Sicherheit etwas iiber zukiinftige Menschen aus-
sagen. Zwar wird diese Beschrinkung normalerweise nicht explizit angemerkt, aber im Grun-
de sind angebliche Aussagen iiber eine Gesamtheit immer auf ein Zeitfenster limitiert, von
heute bis in eine noch iiberschaubare Vergangenheit. Oder man limitiert solche Aussagen
direkt auf eine Zeitzone bzw. grenzt sie in anderer Weise ein.

So gesehen sind Aussagen iiber Mengen bzw. Gesamtheiten eigentlich immer nur {iber Aus-
sagen Uiber Teilmengen, was natiirlich auch logische Konsequenzen hat.

4.1.2 Teilmenge oder Stichprobe

Es geht hier um eine beliebige Stichprobe oder Teilmenge der Gesamtheit.
p/Stichprobe(X * - Y) =r/n

Man untersucht z. B. 10 Sportler uns stellt fest: 7 von ihnen sind gesund.
p/Stichprobe(Sportler *— gesund) = 7/10

Hier sollte man besser keine dezimale oder prozentuale Angabe machen, weil diese Angaben
sich auf die Gesamtheit (All-Menge bzw. Klasse) beziehen. Oder man muss klar einschrin-
ken: ,,70% der Sportler der Stichprobe sind gesund*. (Im logischen Kontext kann man aller-
dings den Unterschied Gesamtheit versus Stichprobe schon einmal vernachléssigen.)
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Es gibt sichere und unsichere Schliisse von der Stichprobe auf die Gesamtheit.

e Sicherer, strenger Schluss
Angenommen, wir untersuchen nur die Sportler einer Mannschaft 4. Das seien 20 Personen.
Man hat 10 Sportler — als Stichprobe — untersucht, 7 davon sind gesund, also p = 7/10.
p/Stichprobe(Sportler *— gesund) = 7/10
Dann kann man fiir die Gesamtheit n = 20 ableiten:
p/Stichprobe(Sportler *— gesund) = 7/10
= p/Gesamtheit(Sportler *— gesund) > 7/20 A < 17/20.
Denn wenn 7 von 10 Sportlern bei der Stichprobe gesund sind, dann miissen es in der Ge-
samtheit natiirlich auch mindestens 7 sein. Es konnen aber nicht alle = 20 sein, sondern ma-
ximal 17, weil ja schon in der Stichprobe 3 Sportler nicht gesund sind.
Der Wert > 7/20 A < 17/20 ist allerdings nicht sehr aussagekriftig. Und wihrend p dezimal
in der Stichprobe genau 0,7 ist, ist es in der Gesamtheit nur zu bestimmen als > 0,35 A < 0,85,
also der Wert liegt zwischen 0,35 und 0,85, was auch nicht sehr exakt ist.

¢ Unsicherer, semi-analytischer Schluss

Hier verwende ich nur einfache Relationen der Form Fx;, die Individuen-Variable ,x’ sei hier
nur auf Sportler eingegrenzt, also z. B. x; = Sportler; Es wird jeweils die theoretische Wahr-
scheinlichkeit des Schlusses p ' angegeben (dies ist ein Vorgriff auf Kapitel 4):

p'[Fx; *—> Fx;AFxy A ... AFxy] =1/2""!
p'[Fx; A Fxy *— Fx;AFxa A ... AFxy] =1/2""?

P [Fxi AFx; AFXs *——> FxiAFxo A ... AFx,] = 1273

Bei Verwendung der Normal-Implikation — ergibt sich:

pT[FXI — FxiAFxp A ... AFxy] =" - -ty 1)/2"
p'[Fx; AFxs —> Fx;AFxo A ... AFx,] =@2"-2"" 2+ 12"
P [Fxi AFx; AFX; —> Fx{AFXa A ... AFx]==(2"- 2" )2t

Beispiel: Man hat 1 (einen) Sportler untersucht, er ist gesund. Wie wahrscheinlich ist dann,
dass 2 Sportler (also n = 2) gesund sind? p' =(2° — 2 + 1)/2> = 3/4 bei der normalen Implika-
tion. Bei der Positiv-Implikation 1/2*~' =1/2.

Aber es wird sofort deutlich: Wenn die Stichprobe wesentlich kleiner als die Gesamtheit ist
— und das ist der Normalfall —, dann kann man auf diese Weise nur sehr begrenzte Riick-
schliisse auf die Gesamtheit ziehen. Das fiihrt uns zu der reprdsentativen Stichprobe.

4.1.3 Reprdsentative Stichprobe
Eine reprisentative Stichprobe soll quasi ein verkleinertes Abbild der Gesamtheit sein.
Die Theorie ist: Man kann von einer Teilmenge (Stichprobe) auf die Allmenge (Gesamtheit)
schlieBen, wenn die Stichprobe reprdsentativ st

Angenommen, man hat eine Stichprobe von 100 Sportlern. 70 davon sind gesund, 30 nicht.
Es besteht also ein Prozentsatz von 70%. Man wiirde dann entsprechend schlie3en, dass in der
Gesamtheit von 100.00 Sportlern ebenfalls 70%, also 70.000 gesund sind.

Auf wie wenige Elemente darf die Stichprobe zuriickgehen? Prinzipiell kdnnte man auch
nur 10 Sportler untersuchen, von denen dann 7 gesund sind.

Wenn man allerdings nur 1 (einen) oder jedenfalls weniger als 10 Sportler untersucht, konn-
te man das Verhiltnis nicht herausfinden.
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p/Stichprobe(Sportler - gesund) = 7/10 —

p/Gesamtheit(Sportler —— gesund) = 70.000/100.000
Ich verwende hier den Pfeil —— fiir den semi-analytischen Schluss, da dies nur ein indukti-
ver, kein sicherer deduktiver Schluss ist.

Die eine Frage ist: Wie erhélt man eine reprdsentative Stichprobe? Man erhilt so eine
Stichprobe, in der man eine Zufallsziehung macht, aber das ist noch keine Gewéhr dafiir,
wirklich ein genaues Abbild zu gewinnen.

AuBlerdem ist der Schluss nur mit Fehlerrisiken mdglich, die man einzugrenzen versucht.
Das zu erldutern, fiihrte aber zu weit in die Statistik.

Festzuhalten bleibt noch: Auch die reprdsentative Stichprobe ist keine iliberzeugende Ant-
wort auf das Problem zukiinftiger (und vergangener) Elemente der zu untersuchenden Ge-
samtheit.

4.1.4 Unendliche Gesamtheit
Gleichgiiltig wie grofB3 die endliche Teilmenge oder Stichprobe ist, dies erlaubt keinerlei rele-
vanten Schluss auf die Verteilung in der Unendlichkeit. Denn jede endliche Menge ist ver-
nachldssigbar gering im Vergleich zu einer unendlichen Menge (vgl. 1-3-0-4).

Vor allem infinite statistische Aussagen (0 < p < 1), werfen Probleme auf. Z. B. fiir p = 0,5.
Wie ist eine solche Aussage liberhaupt zu formalisieren? Und wie zu verstehen? Als:

pX—>Y)=th=12? pX->Y)=05? limy [p(X = Y) = 2i 1=0,5?
n

Jedenfalls lassen sich infinite statistische Aussagen gar nicht logisch beweisen, weder verifi-
zieren noch falsifizieren, sondern nur nach pragmatischen Kriterien priifen.

Dagegen lassen sich deterministische Aussagen (mit p = 1) immerhin falsifizieren:
o infiniter Allsatz: Ax(Fx — Gx)
,Fiir alle x gilt: wenn sie die Eigenschaft F haben, dann auch die Eigenschaft G’, z. B. ,fiir
alle x gilt, wenn sie Korper sind, dann unterliegen sie der Schwerkraft’.

Dann gentigt logisch ein x (x;), das zwar die Eigenschaft F hat, aber nicht die Eigenschaft G,
und der Satz ist widerlegt: (Fx; A = Gx;) = —Ax(Fx —> Gx)
e negativer infiniter Allsatz Ax(Fx — —Gx)
,Fir alle x gilt: wenn sie die Eigenschaft F haben, dann haben sie nicht die Eigenschaft G’.
Auch hier genligt ein x, fiir das dies nicht gilt, also (Fxj A Gx;), und der Satz ist widerlegt.

(Fxi A Gx;) = —Ax(Fx —> —Gx)

4.2 ABHANGIGKEIT AUF BASIS DER EMPIRISCHEN WAHRSCHEINLICHKEIT p

Man will nun wissen, inwieweit die obigen Werte auf eine Abhdngigkeit hinweisen (dabei
vernachldssigen wir jetzt die Unterscheidung von Gesamtheit und Stichprobe).
Man geht von der Theorie aus:
e Gleichverteilung: spricht fiir Zufall, keine Abhangigkeit
e Ungleichverteilung: spricht fiir Abhdngigkeit, Korrelation
Je mehr ein Wert von der Gleichverteilung abweicht, desto groer die Abhéngigkeit. Man
spricht auch von Korrelation (,Korrelation’ ldsst sich allerdings auch umfassender verstehen,
als Abhédngigkeit zwischen allen Auspragungen der Variablen).

Jedoch, wenn ,n’ ungerade ist, dann ist keine vollige Gleichverteilung moglich, also etwa
bein=1,n=3,n=5,n=7usw. Denn z. B. bei = 3 miisste eine Gleichverteilung 1,5 zu 1,5
bedeuten, aber salbe X (z. B. halbe Sportler) gibt es nicht.
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4.2.1 Zwei Variablen
Angenommen, man hat 2 Variablen, X und Y. Bei der uns hier interessierenden Struktur der
Implikation gibt es 2 Moglichkeiten:

X*>Y: XisteinY (z. B. der Sportler ist gesund)

X *—> —Y: Xistkein Y bzw. X ist nicht Y (z. B. der Sportler ist nicht gesund)

Dies kann nun fiir unterschiedlichen Gréfsen bzw. Hdufigkeiten gelten. Es kann also fiir alle X
gelten, fiir einige usw., oder genau quantifiziert fiir r von n X. Dabei gilt folgender Zusam-
menhang: p(X *— Y) =r1/n, dann gilt: p(X *—> =Y) =1 —r/n.

Man kann auch formulieren: X ist Y; oder X ist Y», oder noch kiirzer: Man unterschiedet
nur Y; und Y.

Immer lésst sich dabei differenzieren zwischen folgenden Werten:
- p=1 (alle / immer)
- 0<p<1 (einige / manchmal)
- p =0 (alle nicht / nie)

Diese werden wie folgt gedeutet (vgl. aber auch Punkt 2 iiber verkniipfte Relationen):

- p=1 (alle /immer) vollsténdige positive Abhéngigkeit
- 0<p<1 (einige/manchmal)
p>0,5 positive Abhédngigkeit
p=0,5 keine Abhangigkeit (,,Zufall*)
p<0,5 negative Abhéngigkeit
- p=0 (alle nicht / nie) vollstindige negative Abhangigkeit

Beispiel: Abhingigkeit von Y zu X bein=4

4/4  vollstidndige positive Abhéngigkeit

3/4  positive Abhéngigkeit

2/4 keine (positive oder negative) Abhingigkeit
1/4  negative Abhédngigkeit

0/4  vollstindige negative Abhéngigkeit

4.2.2 Verschiedene Variablen
Wenn auch die Unterscheidung von 2 (zwei) Variablen die Basis ist und man Unterscheidun-
gen von mehr als 2 Variablen prinzipiell immer auf 2 Variablen zuriickfiihren kann (wie es ja
auch beim bindren Code, bei der Digitalisierung geschieht), so lassen sich natiirlich auch
mehr als 2 Variablen unterscheiden.
Wir konnen z. B. sagen: X ist Y, Y, oder Y;. (X *> YY) v (X *> Y, v (X *> Ys).
Oder wir unterscheiden einfach nur zwischenY, Y, und Ys;.
Entsprechendes gilt iibrigens fiir die intensionale Quantifizierung, wo X und Y unterschiedli-
che intensionale Werte annechmen, z. B. X ist zu 100% Y, X ist zu 50% Y, X istzu 0 % Y.
Man kann generell sagen, dass Zufall immer mit Ausgleich verbunden ist.
Bei 2 Variablen bedeutet dies: p = 0,5, also: 50% aller X sind Y, 50 % aller X sind nicht Y.
Bei mehr als 2 Variablen ergeben sich allerdings andere Verhiltnisse:

Ausgleich bei unterschiedlichem n:

bei2; 1/2-1/2 50% - 50%
bei3: 1/3-1/3-1/3 33,3% - 33,3% - 33,3%
bei4: 1/4-1/4-1/4-1/4 25% -25% - 25% - 25%

bei5: 1/5-1/5-1/5-1/5-1/5 20% - 20% - 20% - 20% - 20%
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Z. B. ergébe sich bei 3 Variablen folgender Ausgleich:
PX*>Y1)=033 A p(X*>Y2)=0,33 A p(X*>Y3)=0,33

4.2.3 Ungleichgewichts-Relatoren
Dies sind Relatoren wie — bzw. Relationen wie X — Y (vgl. 3.) Wo liegt hier der Aus-
gleich?

Wenn man nur nach der empirischen Wahrscheinlichkeit ,p’ vorgeht, muss man wohl wie
bei der Positiv-Implikation X *— Y argumentieren.

Also liage der Ausgleich bei p(X — Y) = r/n dann vor, wenn p(X — Y) = 0,5 und ebenfalls
p(X—> —=Y)=0,5.

Uberzeugend kann man allerdings den Ausgleich bei Ungleichgewichts-Relatoren nur dar-
stellen, wenn man auch die theoretischen Wahrscheinlichkeit p* mit einbezieht. Hier ergeben
sich andere Werte, denn nur bei n = 2 ist p(X — Y) = 0,5 die Zufallserwartung (wie frither
schon gezeigt worden ist).

4.3 ABHANGIGKEIT AUF BASIS DER THEORETISCHEN WAHRSCHEINLICHKEIT

4.3.1 Empirische Beziehung und Zufalls-Beziehung
Wir haben uns bisher auf empirische Beziehungen konzentriert. Genauer miissen wir aber
unterscheiden zwischen einer empirischen Beziehung und einer Zufalls-Beziehung.

Bei einer empirischen Beziehung zwischen X und Y steht nicht von vorneherein fest, ob
zwischen X und Y eine Korrelation oder sogar eine Kausal-Beziehung besteht. Z. B. miissen
wir erst untersuchen, wie viele Sportler gesund sind (bzw. wie viele nicht) und ob die Ursa-
che ihrer Gesundheit ist, dass sie Sport treiben.

Bei einer Zufalls-Beziehung wissen wir dagegen von vorneherein, dass zwischen X und Y
nur eine zufdllige Relation besteht.

Z. B. bei einem Gliicksspiel wie dem Roulette. X sei hier der Kugelwurf, Y die Farbe rot fiir
rotes Feld (—Y: schwarzes Feld). Rein physikalisch bestehen zwar gewisse Beziehungen zwi-
schen dem Kugelwurf und der erzielten Farbe, aber faktisch konnen wir den Zusammenhang
als zufdllig interpretieren.

Und da es gleichviel rote wie schwarze Zahlen gibt (ndmlich 18), sind die Chancen gleich,
dass rot oder schwarz kommt. Von daher erwarten wir von vorneherein, dass ungefahr gleich
oft rot wie schwarz kommt. (Von der Zahl 0, die teils rot, teils schwarz ist, sehe ich ab.)

Dennoch ist nicht ausgeschlossen, dass z. B. sehr viel hiufiger rot als schwarz kommt (vgl.
4.4). Die Frage ist, ob man dann von einer Korrelation sprechen soll oder besser einer Schein-
Korrelation. Jedenfalls, in keinem Fall werden wir den Kugelwurf als kausale Ursache fiir
das Erscheinen einer roten Zahl deuten (wir konnen die Zufalls-Beziehung auch als Sonderfall
einer theoretischen Beziehung deuten, bei der eben vor der empirischen Priifung feststeht,
welche Beziehung zwischen X und Y herrscht).

Zwar ist kaum zu behaupten, dass wir a priori — vor aller Erfahrung — wussten, dass rot und
schwarz beim Roulette normalerweise gleichhdufig auftreten. Auch dies musste erst durch
Beobachtung der empirischen Hdufigkeiten herausgefunden werden (z. T. sind ja die Gesetze
der Wahrscheinlichkeitstheorie gerade an Gliicksspielen entwickelt worden). Aber von un-
serm heutigen Stand aus, wissen wir, dass beim Roulette, beim Wiirfeln oder auch bei einem
Zufallsgenerator zufdllige Haufigkeiten entstehen, die eine kausale Beziehung ausschlieflen.
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4.3.2 Empirische Beziehung
Wir haben bisher nicht genauer unterschieden zwischen Objekt-Ebene und empirischer Ebe-
ne. Es ldsst sich aber doch differenzieren:
— empirische Ebene
Auf der empirischen Ebene ist nur ein Wert richtig (jedenfalls unter denn gleichen Bedingun-
gen, zur gleichen Zeit), z. B. p(X — Y) =3/4, also 3 von 4 X sind auch Y.
— Objekt-Ebene
Auf der Objekt-Ebene sind dagegen alle méglichen Auspriagungen représentiert, z. B. bei n =
4 sind das: 4/4, 3/4, 2/4, 1/4, 0/4. Konkret: p(X = Y) = 4/4, p(X — Y) = 3/4 usw. bis schlieB3-
lich zu p(X — Y) = 0/4. Dass es diese Mdoglichkeiten gibt, braucht man nicht empirisch fest-
zustellen, sondern ergibt sich analytisch oder theoretisch. So gesehen kénnen wir die voll-
standige Reihe 4/4, 3/4, 2/4, 1/4, 0/4 eine theoretische Verteilung, aber auf der Objekt-Ebene
nennen, es geht jeweils um empirische Wahrscheinlichkeiten p.

Auf der Meta-Ebene gibt es dagegen nur theoretische Verteilungen bzw. Wahrscheinlich-
keiten, die sich auf die Objekt-Ebene beziehen, z. B. 1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16).

In diesem Punkt 4.3.2 geht hier um die Untersuchung der Abhingigkeit auf der Basis von p"
— Korrelation bedeutet, dass ein relativ niedriger Wert von p* vorliegt, z. B. bei der determi-
nistischen Relation p(X * - Y) = 1.

— Keine Korrelation bedeutet, dass ein relativ hoher Wert von p' vorliegt, bei einer soge-
nannte Zufallsverteilung oder einem singuldren Zufallswert (Einzelwert). Auf diese Zufallser-
gebnisse konzentrieren wir uns zundchst. Wir kénnen hier unterscheiden:

o Einzelwert
Wir machen z. B. eine Untersuchung von 4 Sportlern und stellen fest: 2 von den 4 Sportlern
sind gesund. Es gilt also: p(Sportler *— gesund) = 2/4 bzw. p(Sportler *— gesund) = 0,5,
wenn wir den Wert 2/4 dezimal ausdriicken.

Allgemein gilt p(X * - Y) = 0,5, also 50% aller X sind auch Y.
p(X * > Y) = 0,5 ist der Zufallswert, der Wert mit der hochsten theoretischen Wahrschein-
lichkeit p', im Beispiel p(X * — Y) = 2/4, mit der p' = 6/16. Man kann den Zufallswert auch
die ,Erwartungswahrscheinlichkeit’ nennen.
Wenn der Zufallswert p = 0,5 gegeben ist, liegt keine Abhdngigkeit von Y zu X vor (zur voll-
standigen Bestimmung von Korrelation vgl. oben).

o Verteilung
Eine Verteilung erfasst nicht nur einen Einzelwert (z. B. 2/4), sondern alle moglichen Werte
(im Beispiel 0/4, 1/4, 2/4, 3/4, 4/4). Zwar schlielen sich die Einzelwerte ja gegenseitig aus,
aber es mogen sich bei verschieden Untersuchungen verschiedene Einzelwerte ergeben: zu
unterschiedlichen Zeiten, an unterschiedlichen Orten, unter unterschiedlichen Bedingungen.
(Das bedeutet allerdings, dass der Einzelwert auch nicht verabsolutiert werden darf.)
Angenommen, wir machen 16 Untersuchungen (bzw. Stichproben) von jeweils 4 X bzw. 4
Sportlern — und erhalten das folgende Ergebnis:

Imal: 4 von 4 X sind auch Y
4mal: 3 von 4 X sind auch Y
6mal: 2 von 4 X sind auch Y
4mal: 1 von4 X istauch Y
Imal: 0 von4 X istauch Y

Wenn man diese Fille alle addiert, ergeben sich 64 X.
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Von den 64 X sind 32 auch Y, also wiederum 50%.

pX*>Y) pdez. D" p' dez. D %
4/4 1,0 1/16 0,06 6%
3/4 0,75 4/16 0,25 25%
2/4 0,5 6/16 0,38 38%
1/4 0,25 4/16 0,25 25%
0/4 0,0 1/16 0,06 6%

Wenn alle Werte in der genannten Héufigkeit auftreten, liegt keine Korrelation vor. Wir kon-
nen dagegen von einer empirischen zufilligen Verteilung sprechen, das ist eine Verteilung,
die genau der Zufallserwartung bzw. einer Zufallsverteilung entspricht. Bei der Zufallsvertei-
lung handelt es sich um eine theoretische, analytische Verteilung, die unabhingig von der
Empirie ist.

Man kann zum einen die theoretische Verteilung 1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16 ,Zufallsvertei-
lung’ nennen, man kann aber auch die konkrete empirische Verteilung ,zuféllig’ nennen, weil
sie ndmlich exakt der theoretischen Verteilung entspricht. Demnach liegt keine Korrelation
zwischen X und Y vor.

Somit kann eine Einzeluntersuchung durchaus zu falschen Ergebnissen fiihren, wenn wir z.
B. den Wert p = 4/4 erhalten und den dann unzuléssigerweise verallgemeinern.

4.3.3 Zufalls-Beziehung
Eine Zufalls-Beziehung liegt wie beschrieben typischerweise beim Gliicksspiel vor. Z. B. kann
man sagen, beim Roulette ist es zufillig, ob bei einem Wurf (bzw. Lauf) der Kugel die Farbe
ot oder ,,schwarz® kommt, da es gleich viel, ndmlich jeweils 18 Felder mit rof und mit
schwarz gibt; von dem Feld 0 sehe ich wie gesagt ab, es hat auch keinen Einfluss auf das
Verhiltnis von rot und schwarz.

Wir konnen folgende Faktoren bei einem Zufalls-System wie dem Roulette unterscheiden:

o theoretische Wahrscheinlichkeit p"

Die gibt die Chance (bzw. die Erwartung) an, dass rot oder schwarz kommt.

Sie betrigt jeweils 18/36, also 1/2 bzw. dezimal 0,5 oder 50 %. p'[rot] = p'[schwarz] = 0,5.
Damit ist die theoretische Wahrscheinlichkeit definiert.

e meta-theoretische Wahrscheinlichkeit p**
Die theoretische Wahrscheinlichkeit p' gibt an, dass es am wahrscheinlichsten ist, dass in
einer Verteilung zu 50% rot und zu 50% schwarz auftreten. Aber wie wahrscheinlich genau
ist das? Dafiir kann man eine erneute Wahrscheinlichkeit berechnen. Dabei wird pT[rot] =
0,5 bzw. p'[schwarz] = 0,5 quasi wie die empirische Wahrscheinlichkeit behandelt, der dann
eine theoretische Wahrscheinlichkeit zugewiesen wird, im Grunde eine Meta-meta-
Wahrscheinlichkeit p''. Man kann aber einfacher die theoretische Wahrscheinlichkeit hier
konkret als relative Héufigkeit p ansehen, so dass man mit einer theoretischen Wahrschein-
lichkeit p' auskommt. Die héingt aber davon ab, wie gro n = Anzahl der Kugelwiirfe ist. Bei
n =4 ist z. B. die Wahrscheinlichkeit p'[p(rot) = 2/4 = 0,5] = 6/16 = 0,38. Bei n = 6 gilt da-
gegen fiir p = 0,5: p'[p(rot) = 3/6 = 0,5] = 20/64 =0,31.

Es ldsst sich aber auch eine vollstindige Verteilung angeben, bei der nicht nur p = 0,5, son-
dern allen mdglichen Werten eine (meta-)theoretische Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird.

Bei n =4 ergeben sich folgende Werte (vgl. Tabelle oben):
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p(rot) p'

4/4 1/16
3/4 4/16
2/4 6/16
1/4 4/16
0/4 1/16

Man kann das auch so deuten, dass hier 16 Spiele zu je 4 Wiirfen gespielt werden. Dabei
kommt 1mal eine Verteilung mit 4 rot (r r r r) vor, 4mal eine Verteilung mit 3 rot usw. Mul-
tipliziert und addiert man das, dann ergibt sich:

4/4 x 1/16 = 4/64

3/4x 4/16 =12/64

2/4x 6/16 =12/64

1/4 x 4/16 = 4/64

0/4 x 1/16 =0/64
32/64=1/2=0,5

Man konnte das mit der Meta-Meta-Wahrscheinlichkeit fortsetzen, z. B.
pllp=1/2]1=2/4, p"'[p' =2/41=6/16, p"'[p'" =6/16]= ....usw.
Aber dies ist nicht sinnvoll, es fiihrte zu einem infiniten Regress.

e empirische relative Hdaufigkeit p

Auch bei einer Zufalls-Beziehung wie beim Roulette kann man eine empirische relative Hdiu-
figkeit beschreiben bzw. untersuchen. Man kann sich z. B. an den Roulette-Tisch stellen und
zahlen, wie oft an einem Abend rof und schwarz kommen. Die Anzahl der untersuchten Félle
kann unterschiedlich sein, ist aber immer endlich. Z. B. mag sich ergeben, dass in 100 Fillen
6omal rot und 40mal schwarz kommt, die relative Héufigkeit fiir ot also p = 60/100 war.
Man erwartet, dass die empirische Wahrscheinlichkeit in etwa der theoretischen Zufallsvertei-
lung entspricht, weil es sich hier eben um ein Gliickspiel handelt. Aber die Realitdt muss sich
nicht an die theoretische Wahrscheinlichkeit halten, wie wir noch diskutieren werden.

e empirische allgemeine Wahrscheinlichkeit p

Im obigen Fall hat man an einem Abend mitgezdhlt. Man kann aber auch fiir viele Spiele tiber
lange Zeiten Beobachtungen machen und die dann in einem empirischen Gesetz formulieren.
Beim ,,Gesetz der groflen Zahl“ ist es umstritten, ob es empirisch oder doch analytisch ist.
Dagegen gilt das ,,Zwei-Drittel-Gesetz* als empirisch. Es besagt, dass bei einem Durchgang
im Roulette (36 bzw. 37 Wiirfe) etwa 2/3 aller Zahlen vorkommen.

4.4 AUSGLEICH

Ich habe die Gleichverteilung bzw. Gleichwahrscheinlichkeit erlautert. Wir haben gezeigt, die
Wahrscheinlichkeit filir 7of und schwarz betrdgt beim Roulette 50: 50. Da rof und schwarz
also die gleiche Chance haben, vermutet man, dass es real zu einem Ausgleich kommen muss,
d. h. dass bei einem Roulette-Spiel (ungefdhr) zu 50% rot und zu 50% schwarz auftreten
muss.

Ausgleich ist gewissermallen Gleichverteilung in der Zeit. Aber was heiflt das konkret? Wie
stellt sich der Ausgleich dar?
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4.4.1 Ausgleich auf kurze Sicht

e Ausgleich in 1 Wurf
Die Meta-Wahrscheinlichkeit dafiir: p’ = 0. Denn bei einem Wurf kann ja nur entweder rot,
also p(rot) = 1 oder schwarz, d. h. p(rot) = 0 kommen, es kann keinen Ausgleich geben.

e Ausgleich in 2 Wiirfen

Spiel W, W, p'
1. r r 1/4
2. r s 1/4
3. S T 1/4
4, S s 1/4

Hier bedeutet Ausgleich p = 1/2 = 0,5. Bei 2 Wiirfen sind 4 verschiedene Spiele mdglich.
Beim 2. und 3. Spiel kommt 1mal r und 1mal s vor. Hier liegt also ein Ausgleich vor. Man
muss die theoretischen Wahrscheinlichkeiten dieser beiden Folgen addieren: 1/4 + 1/4 = 2/4.
Es gibt also bei 2 Wiirfen eine Wahrscheinlichkeit p' = 2/4 = 1/2 = 50%, dass zu 50% rot und
schwarz auftreten. Aber eben auch zu 50%, dass dies nicht der Fall ist. Man keinesfalls sagen,
dass hier mit Sicherheit ein Ausgleich, also eine Kette ,r s’ oder ,s r’ auftritt. Ein Ausgleich
ist hier genauso wahrscheinlich wie kein Ausgleich. Also p’[p(rot) = p(schwarz) = 1/2] = 0,5.

Aber wie kdme ggf. der Ausgleich? Hier kann man die Zufallsverteilung nennen. Am wahr-
scheinlichsten wére, bei 4 Spielen zu je 2 Wiirfen kdmen die nachfolgenden 2er-Ketten je
einmal vor: rr/rs/sr/ss. Das wiren also zusammen 8 Wiirfe, mit insgesamt 4 r und 4 s
Also hier ergébe sich wiederum das Verhiltnis 50:50 fiirr: s.

4.4.2 Ausgleich in einer ganzen Kette
Es geht jetzt um den Ausgleich auf lange Sicht. Der Ausgleich bei 2 Wiirfen ist natiirlich
nicht wirklich relevant, dies sollte nur das Problem am einfachen Beispiel erldutern.

Gemil dem ,,Gesetz der grofBen Zahl* ist auf lange Sicht, bei einer Vielzahl von Wiirfen ein
Ausgleich zu erwarten. Allerdings muss dabei nicht ein absoluter Ausgleich stattfinden, es
geht vorrangig um einen prozentualen Ausgleich: Je weiter eine Chance, eine Farbe zuriick-
liegt, desto hoher ist ihre prozentuale Zunahme, wenn sie dann auftritt.

Hier ist grundsétzlich zweierlei zu unterscheiden:

—man betrachtet eine Wurf-Kette als ganze
— man setzt innerhalb einer Kette von Wiirfen ein

Hier geht es zunichst um die Analyse einer Kette von Wiirfen als ganze.
Untersuchen wir eine Kette von 14 Wiirfen. (Das ist zwar auch noch keine wirklich grof3e
Zahl, aber sonst werden die anzugebenden Wahrscheinlichkeiten zu gering.)

Die folgende Tabelle gibt an, wie wahrscheinlich ein Ausgleich von rot und schwarz ist, bei
einer Folge (oder Kette) von 2 bis zu 14 Wiirfen.

Nr. Wiirfe p(rot) p p' dez.
1. 2. 1/2 2/4 0,5

2. 4, 2/4 6/16 0,38

3. 6. 3/6 20/64 0,31

4, 8. 4/8 70/256 0,27

5. 10. 5/10 252/1024 0,25

6. 12. 6/12 924/4096 0,23

7. 14. 7/14 3432/16384 0,21

Fiir den Ausgleich bei n = 14 gilt also: p' [p(rot) = p(schwarz) = 7/14] = 0,21.
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Die Zdhlung 2. 4. 6. usw. erklart sich wie folgt: Ich zdhle nur die geraden Wiirfe auf, bei de-
nen moglich ist, dass genau 50% rof und schwarz auftreten. Bei 5 Wiirfen z. B. ist das nicht
moglich, wenn p(rot) = 3, kann p(schwarz) nur 2 sein und umgekehrt.

Hier zeigt sich: mit zunehmendem n (Anzahl der Wiirfe) nimmt die Wahrscheinlich eines
genauen Ausgleichs 50:50 gerade ab, anders als vielleicht erwartet und oft behauptet. Bei
dem 14. Wurf der Kugel besteht also nur eine Wahrscheinlichkeit von p' = 0,21, dass rof und
schwarz genau libereinstimmen.

Zwar nehmen die absoluten Zahlen zu: 2, 6, 20, 70 usw., aber die entscheidenden relativen
Zahlen sinken, die Wahrscheinlichkeit nimmt ab: von 0,5 iiber 0,38 usw. bis zu 0,21.

Wenn man allerdings nicht einen genauen Ausgleich 50:50 beriicksichtigt, sondern nur einen
ungefihren Ausgleich, dann nimmt die Wahrscheinlichkeit eines Ausgleichs zu: z. B. wenn
man nur beriicksichtigt, wie wahrscheinlich ist, dass nicht immer rot (oder nicht immer
schwarz) kommt. Das will ich nun fiir den folgenden Fall eines begrenzten Ausgleichs zeigen.

Wir unterscheiden dabei nur:

kein Ausgleich: es kommt immer ,,rot*, nie ,,schwarz®, also p(rot) = 1 und p(schwarz) =0

Ausgleich: das ist falsch, also p(rot) # 1 bzw. p(rot) < 1, damit p(schwarz) > 0
Dies ist allerdings ein sehr bescheidener Quasi-Ausgleich.

Wurf p(rot) <1 p p' dez.
2. <2/2 3/4 0,75
4, < 4/4 15/16 0,94
6. <6/6 63/64 0,98
8. <8/8 255/256 ~1,0
10. <10/10 1023/1024  =1,0
12. <12/12 4093/4096  ~1,0
14. < 14/14 16383/16384 =~1,0

Hier steigt die Wahrscheinlichkeit eines ,,Ausgleichs* bis fast auf pT =1, und zwar schnell.
Das erklirt sich folgendermafen: mit steigendem n nimmt die Wahrscheinlichkeit p' ab, dass
nie schwarz, also immer rot kommt, quantitativ dass p(rot) = 1. Dabei erginzt sich:

p'[p(rot) = 1]+ p'[p(rot) < 1] = 1

Wurf p(schwarz) =0 p(rot) =1 p p' dez.
2. 0/2 2/2 1/4 0,25
4. 0/4 4/4 1/16 0,26
6. 0/6 6/6 1/64 0,02
8. 0/8 8/8 1/256 ~ 0,0
10. 0/10 10/10 1/1024 ~ 0,0
12. 0/12 12/12 1/4096 ~ 0,0
14. 0/14 14/14 1/16384 ~ 0,0

Wir konnen den Ausgleich auch noch etwas erweitern:
Ausgleich bedeutet hier nicht nur:
p(rot) < 1, sondern auch p(rot) > 0.
Somit ebenfalls: p(schwarz) < 1, sondern auch p(schwarz) > 0.
Ausgleich heif3t dann eben: rot kommt nicht immer und nicht nie vor und entsprechend auch
schwarz.
Man konnte meinen, das miisste (bei n = 2) folgendermallen berechnet werden:
p'[p(rot) < 1] x p'[p(rot) > 0], z. B. 3/4 x 3/4=9/16
Aber das wire ein Irrtum, weil p(rot) < 1 und p(rot) > 0 nicht unabhdngig voneinander sind.
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Stattdessen berechnet man p’ [p(rot) < 1] und substrahiert davon den Fall p'[p(rot) = 0],
z.B.3/4-1/4=2/4

T T T T

Wurf | p(rot) < 1 p p(rot)=0 p p —p dez.
2. <2/2 3/4 0/2 1/4 2/4 0,5

4, <4/4 15/16 0/4 1/16 14/16 0,88
6. <6/6 63/64 0/6 1/64 62/64 0,97
8. <8/8 255/256 0/8 1/256 254/256 0,99
10. <10/10 1023/1024 | 0/10 1/1024 1022/1024  ~1,0
12. <12/12 4095/4096 | 0/12 1/4096 4094/4096  ~1,0
14. < 14/14 16383/16384| 0/14 1/16384 16382/16384 =~1,0

Auch hier geht die Wahrscheinlichkeit eines Ausgleichs gegen 1, obwohl nicht ganz so
schnell wie bei der Tabelle oben mit nur p(rot) < 1. Allerdings darf man das = 1 nicht falsch
interpretieren: Es wird eben kein p' = 1, keine Sicherheit erreicht, der Ausgleich muss sich
real nicht einstellen.

4.4.3 Analyse innerhalb einer Kette von Wiirfen
Eben haben wir untersucht: Wie wahrscheinlich ist ein Ausgleich zwischen ,rot“ und
»schwarz®, wenn wir eine Kette von Wiirfen als ganze betrachten?

Jetzt geht es um die Frage: Wenn innerhalb einer Kette von Wiirfen schon eine Anzahl von
Wiirfen gefallen ist, wie wahrscheinlich ist dann ein Ausgleich?

Betrachten wir wieder unsere Kette von 14 Wiirfen. Angenommen wir sind auf Position 7,
und bisher kam nur rof vor: rrrrrrr

Wie wahrscheinlich ist dann, dass noch ein Ausgleich mit schwarz stattfindet? Wenn es ein
vollstandiger Ausgleich sein soll, miisste nun also 7mal schwarz kommen, so dass wir insge-
samt folgende Kette bekdmen:

FTITTTTSSSSSSS
Hier ist ganz wichtig: Jeder Wurf zdhlt wieder neu. Die Wahrscheinlichkeit eines Wurfes ist
unabhingig von den Wiirfen, die vorher gekommen sind. Wie man auch sagt: ,,Die Kugel hat
kein Gedéchtnis®“. Auch wenn 100mal rot gekommen ist, ist es genau gleich wahrscheinlich,
dass nochmals rot kommt, wie dass jetzt schwarz kommt. Viele Spieler denken anders, sie
meinen, der Ausgleich wire jetzt liberfillig, aber das ist ein Irrtum.

Wir brauchen somit die vorausgegangene Folge von 7mal rot gar nicht zu beriicksichtigen.
Wir miissen jetzt nur die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass 7mal schwarz kommt, also dass
p(schwarz) =7/7 = 1.

Dabei erhalten wir insgesamt folgende Zahlen:

p(schwarz) p'

7/7 1/128
6/7 7/128
57 21/128
4/7 35/128
3/7 35/128
2/7 21/128
1/7 7/128
0/7 1/128

128/128
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D. h., wenn schon 7 mal rot gekommen ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei insgesamt 14
Wiirfen ein exakter 50:50-Ausgleich erzielt wird, dass also jetzt 7mal schwarz kommt, 1/128
=0.0078, gerundet auf 2 Stellen 0,01.

Vergleichen wir dies mit der Wahrscheinlichkeit der ganzen Kette: Dort ergibt sich bei n =
14 eine Wahrscheinlichkeit p' = 0,21 fiir einen rot-schwarz-Ausgleich, also wesentlich héher.

Natiirlich hiangt die Ausgleichswahrscheinlichkeit in einer Kette auch davon ab, an welchem
Punkt der Kette man ansetzt und wie gro3 der bisherige Ausgleich ist. Angenommen, es wa-
ren von den bisherigen 7 Wiirfen nicht 7, sondern nur 5 rot. Ein vollstdndiger Ausgleich wire
also dann gegeben, wenn in den nichsten 7 Wiirfen nur noch 2mal rot auftrite. Die Wahr-
scheinlichkeit kann man der obigen Tabelle entnehmen: p'[p(rot) = 2/7] = 21/128 = 0,16;
dieser Wert liegt natiirlich deutlich iiber den 0,01. Wenn man nicht an der Position 7 in der
Kette ansetzt, sondern z. B. an der Position 3, ergeben sich wieder andere Verhiéltnisse.

4.4.4 Ausgleich in der Unendlichkeit

Wir untersuchen hier, inwieweit sich beim Roulette zwischen zwei gleichen Chancen rot und
schwarz (2-wertige Zufallsvariable) ein Ausgleich einstellen muss. Wir haben bisher 1, 2 und
14 Wiirfe untersucht, aber wie sieht es mit unendlich vielen Wiirfen aus?

Nun gibt es Probleme, einen Quotient p mit unendlichen Mengen zu bilden (vgl.1-3-0-4).
Stattdessen wird behauptet: Der Grenzwert der relativen Haufigkeit ist hier 0,5, wenn n gegen
unendlich geht. Bei unendlichen Wiirfen ergibt sich sicher (p' = 1) ein genauer Ausgleich.

Fiir Zahlenfolgen lasst sich ein Grenzwert berechnen, z. B. lim , ., ,, n/(2n+ 1) =0,5

/3 2/5 3/7 4/9 511 6/13 7/15 8/17 9/19 10/21

033 04 043 044 045 046 047 047 047 0,48 (gerundet)
Hier néhert sich die Folge sicher und stetig dem Grenzwert 0,5. Beim Roulette haben wir da-
gegen zunichst eine (empirische) Folge von Ereignissen/Wiirfen; denen konnen wir zwar
Zahlen, p-Werte zuordnen. Aber die bewegen sich keineswegs sicher und linear auf 0,5 zu.

Wie aufgezeigt, nimmt die theoretische Wahrscheinlichkeit p' fiir einen vollstindigen Aus-
gleich p(rot) = p(schwarz) mit steigendem n sogar ab. Und es ist zwar extrem unwahrschein-
lich, aber nicht unmdglich, dass in einer unendlichen Folge von Wiirfen z. B. die schwarze
Farbe nur endlich oft oder sogar kein einziges Mal auftritt, sondern nur rot.

Hochstens indirekt konnte man von einem absoluten Ausgleich in der Unendlichkeit spre-
chen. Denn infinite abzdhlbare Mengen besitzen die gleiche Mdchtigkeit. Wenn also ,,rot*
und ,,schwarz* unendlich oft geworfen wurden, dann gelten diese zwei Mengen in jedem Fall
als gleich grof3, auch wenn z. B. rot viel 6fter geworfen wurde: oo +a =

4.4.5 Ausgleich und Reihenfolge
Auch wenn wir schon von Ketten von Wiirfen gesprochen haben, wir haben die Wiirfe bisher
iiberwiegend als Mengen / Teilmengen betrachtet, z. B. 4 Wiirfe (Teilmenge) von 8 Wiirfen
(Menge). Aber in einem konkreten Spiel treten die Wiirfe als geordnete Menge auf, d. h. in
einer Reihenfolge. Mathematisch spricht man hier von einer Folge (nicht von einer Reihe);
zwar meint man i. allg. Zahlen-Folgen, aber wir konnen auch Ereignis-Folgen verwenden.

Nur bei p = 1 ist die Reihenfolge klar, hier stimmt die Menge mit der geordneten Menge
iberein: z. B. 4mal rof kann eben nur in einer Weise geordnet sein. Das Problem der Reihen-
folge stellt sich auch in anderer Weise: Es geht darum, ob konkrete Individuen erfasst werden
oder nur eine Menge von Individuen, wobei man nicht genau sagen kann, welche Individuen
dazugehoren, nur wie viele Individuen.

Um die Bedeutung der Reihenfolge klarzumachen, betrachte man zwei Folgen von 14 Ku-
gelwlirfen: (r = rot, s = schwarz):
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IrTrTrrrrrrrrrr Folge mit 14mal rot
rsrssrsrrrsrss Folge mit 7mal rot, 7mal schwarz

erste Folge: relative Haufigkeit p(rot ) = 14/14, p(schwarz) = 0/14
zweite Folge: relative Haufigkeit p(rot ) = 7/14, p(schwarz)=7/14

Welche Folge ist theoretisch wahrscheinlicher? Wer sich nicht genauer auskennt, wird sagen,
die zweite Folge. Dies ist aber nicht der Fall. Beide Folgen haben genau die gleiche theoreti-
sche Wahrscheinlichkeit, ndmlich p' = 12" =1/16384.

Man betrachte zur Erlduterung folgendes Diagramm mit nur 4 Wiirfen (zur Vereinfachung):
Es beinhaltet 16 Spiele zu je 4 Wiirfen, wobei jedes dieser Spiele fiir sich alleine betrachtet
die gleiche theoretische Wahrscheinlichkeit p' = 1/16 besitzt.

SPIEL W; W, Wi W,

1. + +  + 4+
2. + + o+ =
3. + + - 4+
4, + + - =
5. + - 4+ o+
6. + - + -
7. + - - +
8. + - - =
9. -+ + o+
10. - + + -
11. - + - +
12. - 4+ - -
13. - - +

14. - - + -
15. - - - +
16. - - - -

Wie kdnnen diese 16 Spiele (Moglichkeiten) aber in folgender Weise ordnen:

Objekt-Wahrscheinlichkeit: p Meta-Wahrscheinlichkeit p*
0 von 4 WURFEN sind rot:  0/4 1/16
1 von 4 WURFEN sind rot: 1/4 4/16
2 von 4 WURFEN sind rot:  2/4 6/16
3 von 4 WURFEN sind rot:  3/4 4/16
4 von 4 WURFEN sind rot:  4/4 1/16
16/16 =1

Man fasst jetzt also Wiirfe mit gleichviel rot zusammen. Und da zeigt es sich: Dass 2 von 4
Wiirfen rot sind, kommt theoretisch am héufigsten vor, nimlich p' = 6/16. Dass 4 von 4 Wiir-
fen rot sind, kommt dagegen nur 1mal vor, daher p' = 1/16. Der Fehler, den man begeht, ist,
dass man z. B. die konkrete Folge r r r r mit der Zusammenfassung von 6 Folgen vergleicht,
in denen 2mal » vorkommt, also den Folgen:rrss/rsrs/rssr/ssrr/srsr/srrs.

Dann erscheint natiirlich die Folge mit 2mal rot viel wahrscheinlicher als die mit 4mal rof;
vergleicht man aber zwei konkrete Folgen, z. B. r r r r, mit r s r s, dann sind beide Folgen
gleichwahrscheinlich.
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Hier liegt eine Art (optischer) Tduschung vor: 4mal rot: r r r r fallt uns auf; dagegen ist eine
Folge wie r s r s weniger auffdllig und leicht mit z. B. r s s r zu verwechseln. Daher glaubt
man, r r r r kommt selten vor, z. B. rs s r viel hdufiger, aber man denkt eben nicht daran,
dass hier 6 Reihen mit 2mal r und 2mal s zusammengefasst werden.

Bei den konkreten Folgen spielt die Reihenfolge eine Rolle, bei den Zusammenfassungen
aber nicht, hier wird von der Reihenfolge abstrahiert. Wie wichtig die Reihenfolge ist, zeigt
sich z. B. am Roulette-Spiel. Es niitzt dem Spieler gar nichts, wenn ich ihm sage, dass es 6x
wahrscheinlicher ist, dass (in 16 Spielen) 2mal rot und 2mal schwarz auftritt als 4mal rot.
Denn um zu gewinnen, muss er wissen, in welcher Reihenfolge die Rots und Schwarzs kom-
men. Dass ein Ausgleich stattfindet, ist zwar wahrscheinlich, aber man kann nicht sagen, wie.

Wenn man das zu Ende denkt, kommt man zu einem erstaunlichen Ergebnis: Dass immer
rot kommt, und zwar unendlich oft, ist genauso wahrscheinlich bzw. besser genauso unwahr-
scheinlich wie jede andere konkrete Folge.

Um nur eine ganz schwache Vorstellung von einer unendlichen Folge zu geben:

rrrrrrrrYrrYrrYrIrIYrYCYYrrrYIYITIIIYIYIYIITIIYIYITITITITITITITY
IrrSrSSrersrrrSSrSrS8SSSrr8SSr8rrrrSSrsSSrrSSSrSrrsSSSrrSrsSSrsSs

Beide Folgen umfassen 60 Elemente, in der oberen kommt nur r (rot) vor, in der unteren
30mal rot und 30mal schwarz, also genau die Zufalls-Erwartung.

Die obere Folge mit ausschlieBlich rof ist aber genau so wahrscheinlich bzw. genauso un-
wahrscheinlich wie die untere bzw. wie jede wie jede andere konkrete Folge. Wenn eine sol-
che Folge wie die obere r-Folge auftritt (von einer unendlichen gar nicht zu reden), sind wir
hochst verwundert und denken: was fiir ein unglaublicher Zufall! Wenn dagegen die untere
Folge auftritt, verwundert sich kein Mensch dariiber. Aber man konnte hier genauso sagen:
Was fiir ein Zufall, dass gerade diese Folge auftritt!

Wenn z. B. 1000mal die Kugel nacheinander auf einem roten Feld landet, wire das natiir-
lich eine hochgradige Korrelation zwischen dem Kugelwurf und dem rot. Obwohl ein Zu-
fallsprozess vorliegt, kann sich eben — zufillig — doch eine Korrelation einstellen. Aber (wenn
wir von einem reguldren Gliicksspiel ausgehen), ist diese Korrelation kausal gesehen zufillig,
es besteht kein Kausalzusammenhang.

Man muss ich eins klarmachen: Wahrscheinlichkeit bedeutet eben nicht Sicherheit. Und so
gesehen kann eben auch das Unwahrscheinlichste eintreten. Nein, eigentlich tritt so gar not-
wendig das Unwahrscheinlichste auf, weil alle Folgen maximal unwahrscheinlich sind und
zwar gleich unwahrscheinlich sind. (vgl. 4.5). Bei allen Folgen geht p' gegen 0, aber eine
Folge ist ja real gegeben, also kann jedenfalls fiir sie gar nicht gelten, dass p' = 0.

4.5 WAHRSCHEINLICHKEIT UND WIRKLICHKEIT

Ich mochte hier iiber unsere reale Welt schreiben, was natiirlich aus der Logik im engeren
Sinn hinausfiihrt.

4.5.1 Unsere Welt beinhaltet Zufall und Korrelation (Ordnung)

Diese Aussage bezieht sich zunéchst auf den statistischen Zufall. Es stehen nicht alle Ereig-
nisse / Variablen in Korrelation miteinander. Aber es sind auch nicht alle Ereignisse in zufél-
liger Beziehung. Somit stehen manche Ereignisse in Korrelation und andere nicht.
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Eine rein zufdllige Welt konnte stark vereinfacht folgendermaf3en aussehen:

X 100%
Y \Y 50%
50% 50%
zZ Z Z —Z 25%
50% 50% 50% 50%

Eine ganz geordnete, korrelative Welt konnte vereinfacht folgendermallen aussehen:

X 100%
Y \Y 100%
100% 0%
Z Z Z Z 100%
100% 0% 0% 0%

Eine zufdllig und korrelativ gemischte Welt konnte z. B. folgendermalen aussehen:

75% 25%
Z —Z Z —Z
50% 50% 60% 40%
(37,5%) (37,5%) (15%) (10%)

Noch deutlicher wird die rein zuféllige Welt vielleicht in folgender Darstellung:

X 50% Y
50% 50% 50%
\Y 50% W

Das ist zu lesen: 50% aller X sind Y, 50% aller Y sind X.
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50% aller X sind V, 50% aller V sind X usw. usw. Alle Variablen stehen zueinander im Ver-
héltnis 50%.

Fiir die anderen Welt-Modelle gelten entsprechende Diagramme.

Natiirlich kann man nicht fiir jedes Ereignis in der Welt priifen, ob es mit irgendeinem ande-
ren korreliert. Zwar korreliert sicher nicht jedes Ereignis mit jedem anderen. Aber es ist schon
denkbar, dass es fiir jedes Ereignis mindestens ein anderes gibt, das mit ihm korreliert. Ja, es
ist dartiber hinaus denkbar, dass es fiir jedes Ereignis eine kausale Ursache gibt.

4.5.2 Unsere Welt ist theoretisch unwahrscheinlich
Wir haben uns oben mit der empirischen Wahrscheinlichkeit p beschéftigt. Und bei ihr gibt es
in der realen Welt offensichtlich alle Werte: von 100% tiber 50% bis zu 0%.

Ganz anders sieht es mit der theoretischen Wahrscheinlichkeit p aus. Betrachten wir zur
Verdeutlichung eine Kette von singuldren Ereignissen.

Folge |[p' mogliche |reales [p’

n Ereignisse | Ereignis

1 1/2 1 1 1/2
2 3/4 3 1 1/4
3 7/8 7 1 1/8
4 15/16 |15 1 1/16
5 31/32 |31 1 1/32
6 63/64 |63 1 1/64

Was zeigt diese Tabelle?
e Erstes Ereignis (1): Hier gibt es genau 2 Moglichkeiten: das Ereignis X ist real (und das
Ereignis —X ist moglich) oder —X ist real (und X ist moglich). X und —X haben beide ei-
ne Erwartungswahrscheinlichkeit von p" = 1/2. Nehmen wir an, X ist real.
e Zweites Ereignis (2): Hier gilt, real kann Y eintreten oder nicht. Angenommen, Y tritt
ein. Dann haben wir real bisher X A Y, also 1 reale Kombination. Moglich sind aber bis-
her schon folgende 3 Kombinationen gewesen: X A =Y, =X A Y, =X A =Y. Somit hat
die reale Kombination den Wert p' = 1/4, die moglichen (irrealen) Ereignis-
Kombinationen aber zusammen den Wert p' = 3/4, namlich 1/4 + 1/4 + 1/4.
e Sechstes Ereignis (6): Bis hierhin hat sich schon ergeben, das die Folge singuldrer Er-
eignisse nur noch eine theoretische Wahrscheinlichkeit von pT = 1/64 = 1,6 % hat, also
theoretisch sehr unwahrscheinlich ist (bzw. war). Dagegen haben die alternativen, mogli-
chen Ereignisse den Wert p' = 63/64 = 98.4 %.

Also nur wenn man ein einzelnes reales Ereignis betrachtet, hat es eine theoretische Wahr-
scheinlichkeit von p' = 1/2 = 50%. Es ist also weder wahrscheinlich noch unwahrscheinlich,
sondern neutral. Aber schon ab zwei Ereignissen gibt es nur noch Unwahrscheinlichkeit. Da
wir unsere Welt letztlich als Ketten (bzw. Systeme) extrem vieler, u. U. unendlich vieler Er-
eignisse begreifen konnen, ergeben sich also auch extrem hohe Grade von Unwahrschein-
lichkeit. Ja, die theoretische Wahrscheinlichkeit, die Erwartungswahrscheinlichkeit unserer
Welt tendiert gegen 0. Eigentlich diirfte es unsere Welt gar nicht geben.

Umgekehrt, der Bereich des nur-Moglichen, des Nicht-Realen erzielt immer héhere Werte
von theoretischer Wahrscheinlichkeit, je mehr Ereignisse bzw. je ldngere Folgen wir bertick-
sichtigen. Unsere reale Welt ist in Relation zu diesen (logisch) moglichen Welten extrem un-
wahrscheinlich. Eine andere, genau bestimmte Welt wire allerdings auch nicht wahrscheinli-
cher als unsere reale.
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Natiirlich, wir konnen Ereignisse disjunktiv zusammenfassen (so wie dies im Grunde auch bei
den moglichen Alternativ-Welten gemacht wird); dadurch erreichen wir hohe p' -Werte bis
hin zu p’ = 1, der Tautologie: z. B. p'[X v Y] = 0,75 oder z. B. p'[X v —X] = 1,0. Aber das
ist eben nicht mehr die primére Realitéits-Ebene.

Wir konnen diese Aussagen noch zuspitzen:
Auch das Wahrscheinlichste ist noch unwahrscheinlich.
Betrachten wir uns noch einmal die einfache Verteilung:

pX*>Y) pdez. D" p’ dez. D’ %
4/4 1,0 1/16 0,06 6%
3/4 0,75 4/16 0,25 25%
2/4 0,5 6/16 0,38 38%
1/4 0,25 4/16 0,25 25%
0/4 0,0 1/16 0,06 6%

Wie man sieht: der empirische Wert p mit der hochsten theoretischen Wahrscheinlichkeit p"
ist p = 2/4. Hier besteht eine theoretische Wahrscheinlichkeit p' = 6/16 = 38%. Das ist hoher
als alle anderen p'-Werte, der nichst folgende Wert ist p' = 4/16 = 25%. Dennoch ist ein
Wert von 38% unwahrscheinlich. Denn wir hatten ja definiert:

unwahrscheinlich: p* < 0,5 bzw. p' < 50%
Und bei hoherem n nimmt die maximale Wahrscheinlichkeit von p' noch weiter ab.
Das veranschaulicht die folgende Tabelle:

n p=0.5 p p' dez.
2 1/2 2/4 0,5

4 2/4 6/16 0,38

6 3/6 20/64 0,31

8 4/8 70/256 0,27
10 5/10 252/1024 0,25

Wir erinnern uns, dass bei p = 0,5 immer der hochste Wert von p' gegeben ist.
Bein =10 ist z. B. der hochste Wert nur noch 0,25, also 25%.

4.5.3 Verdnderte Definition von Wahrscheinlichkeit ?
Diese Ergebnisse konnten zu der Frage fiihren, ob man ,,wahrscheinlich® neu und anders defi-
nieren sollte.
Ich hatte — wie iiblich — bestimmt:
1. p'>0,5: wahrscheinlich
2. p' <0,5: unwahrscheinlich
3. p' =0,5: kontingent (neutral).

Man konnte dabei noch ergénzen:

4. p'=1:sicher

5. p' =0: sicher nicht
Wie gezeigt, sind bei dieser Definition fast alle (quantifizierten) Strukturen bzw. Verteilungen
theoretisch unwahrscheinlich. Man kann dies als interessantes Faktum unserer Wirklichkeit
ansehen. Man kann aber auch fragen, ob hier ein zusdtzlicher Wahrscheinlichkeitsbegriff
sinnvoll wire, der sich auf eine Gesamtverteilung bezieht, der relativ zur Gesamtverteilung
gilt. Das konnte dann z. B. folgendermallen aussehen:
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p(X*>Y) pdez. p" p' dez. p' %

4/4 1,0 1/16 0,06 6% unwahrscheinlich
3/4 0,75 4/16 0,25 25% neutral

2/4 0,5 6/16 0,38 38% wabhrscheinlich
1/4 0,25 4/16 0,25 25% neutral

0/4 0,0 1/16 0,06 6% unwahrscheinlich

Allerdings gibe es dann keine absolut giiltigen Wahrscheinlichkeits-Werte mehr. Man konnte
zwar festlegen, dass der grofite Wert in einer Verteilung immer als wahrscheinlich gilt, der
kleinste als unwahrscheinlich, aber die genaue Grofle hinge von der Verteilung ab. Und wie
die Werte zwischen dem hochsten und niedrigsten Wert einzustufen wéren, bliebe auch noch
offen.

Ich meine daher, dass man die absolute Definition von Wahrscheinlichkeit beibehalten soll-
te. Wahrscheinlich ist demnach nur ein Wert gréfer 50%, was eben bedeutet, dass unsere
Welt — theoretisch betrachtet — sehr unwahrscheinlich ist.

5. KAUSAL-ANALYSE

5.1 Korrelation und Kausalitét
5.2 Kausal-Begriff

5.3 Kausalitét

5.4. Nicht-Kausalitét

5.5. Kausal-Fehler

Generell gilt fiir synthetische Aussagen / Relationen, gleichgiiltig ob mit Gleichgewichts-
Relatoren oder mit Ungleichgewichts-Relatoren: Man will Zusammenhdnge oder Abhdngig-
keiten zwischen Variablen bzw. zwischen Objekten oder Ereignissen feststellen.
Dabei sind zwei Schritte zu unterscheiden:
e funktionale Abhiangigkeit bestimmen
Es wird gepriift, ob eine Verteilung vorliegt, die von der Zufalls-Erwartung (signifikant) ab-
weicht: eine funktionale Abhdngigkeit oder Korrelation.
e ursdchliche Abhiangigkeit bestimmen
In einem zweiten Schritt wird erldutert, erklirt oder begriindet, warum die funktionale Ab-
hingigkeit auftritt. Als Griinde kommen hier in erster Linie in Frage:
Kausalitdt, Zielgerichtetheit, Identitét, zeitliches Enthaltensein, rdumliches Enthal-
tensein, logisches Enthaltensein
Der wichtigste Grund ist Kausalitdt, auf die ich mich im Folgenden auch fast ausschlieBlich
beschrianke. Dabei spielen logische und nicht-logische (bzw. hyper-logische) Faktoren eine
Rolle.

5.1 KORRELATION UND KAUSALITAT
5.1.1 Der Zufalls-Begriff

Ich habe den Begriff ,Zufall’ bisher nicht ausfiihrlich differenziert. Der Zufalls-Begriff ist
aber zumindest doppeldeutig; er kann bedeuten:
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e keine Korrelation
e keine Kausalitét (aber Korrelation)

Was unter Korrelation (Abhéngigkeit) bzw. keiner Korrelation zu verstehen ist, wurde oben
ausfiihrlich erldutert.

Es geht jetzt darum, nur kurz einfiihrend zu erldutern, wie Kausalitit gegeniiber dem Zu-
fallsbegriff begrifflich zu bestimmen ist (bevor dies spéter genauer erldutert wird).

5.1.2 Keine Kausalitit

Normalerweise denkt man: Korrelation = Kausalitdt, keine Korrelation (Zufallswert) = keine
Kausalitit.

Aber hier sind folgende Einschrankungen zu machen:

Erstens, anstatt Kausalitidt kann Korrelation auch durch Identitdt, Teleologie 0.4. (vgl. oben)
bedingt sein, also irgendeine eine andere iiber-korrelative Abhingigkeit. Um es aber nicht zu
kompliziert zu machen, will ich mich wie gesagt hier weitgehend auf Kausalitdit beschrinken.

Zweitens, wenn sich eine Korrelation ergibt, muss die nicht auf einen Kausal-
Zusammenhang hinweisen, sondern es kann dennoch nur eine Zufalls-Beziehung vorliegen.
Eine Zufalls-Verteilung beinhaltet eben nur Wahrscheinlichkeiten, es kann — zufillige — Ab-
weichungen geben, so dass sich eine ,,zuféllige* Korrelation zeigt. Von Stérvariablen und
anderen speziellen statistischen Problemen sehe ich hier ab.

5.1.3 Beziehung von Kausalitiit und Korrelation

Es gilt: Kausalitdt = Korrelation, keine Korrelation = keine Kausalitét.

Aber: Korrelation — = Kausalitét, d. h. aus dem Vorliegen einer Korrelation kann man nicht
sicher auf Kausalitit schlieBen.

Man sollte daher besser differenzieren zwischen:
statistisch zufdllig (= nicht korrelativ) und kausal zufdllig (= nicht ursichlich)

Dabei gilt: statistisch zufillig = kausal zufillig, aber kausal zufdllig — = statistisch zufillig
In einer Tabelle zusammengefasst:

statistisch Kausal Ergebnis
zufillig zufillig reiner Zufall
zufillig nicht zufillig | (nicht mdglich)
nicht zufillig |zufillig Korrelation
nicht zufillig |nicht zufillig |Kausalitat

Entsprechend konnen wir drei Stufen unterscheiden:
— statistisch zufdllig: keine Korrelation, keine Kausalitit, also auch kausal zufillig
— statistisch nicht zufdllig: Korrelation, aber keine Kausalitét, d. h. kausal zufillig
— nicht zufdllig: nicht statistisch und nicht kausal zufallig, Korrelation und Kausalitit

Wenn X und Y statistisch zuféllig zueinander stehen, hei3t das allerdings nicht, dass Y prin-
zipiell zufillig ist. Es mag einen Faktor Z geben, der mit Y korreliert, der sogar kausale Ursa-
che von Y sein kann.
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5.2 KAUSAL-BEGRIFF

Unter Kausalitdt versteht man, dass eine Ursache eine Wirkung auslost.

Genauer: Eine Kausal-Beziehung X =Y bedeutet: X ist Ursache von Y.
Bzw.: X ist Ursache der Wirkung Y.
Wir miissen also unterscheiden zwischen einer (implikativen) Wenn-dann-Relation und
einer Kausal-Relation.
e implikativ: X - Y ,,wenn X, dann Y*
Z. B ,,Wenn jemand Sportler ist, dann ist (bzw. wird) er gesund*.

e kausal: X =Y ,wweil X, darum Y*.
Z. B ,,Weil jemand Sportler ist, darum ist (bzw. wird) er gesund*.

Unter einer kausalen Erkldrung versteht man normalerweise folgenden Schluss:
(X > Y) A X =Y. Oder priadikaten-logisch: Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx;
In anderer Form:

Ax(Fx — Gx) Ursache-Wirkungs-Gesetz alle Sportler sind gesund
Fx; singuldre Randbedingung John ist Sportler

Gx;j zu erkldrendes singulédres Ereignis  John ist (wird) gesund
Genauer:

Fiir alle x (Menschen) gilt: wenn sie Sport treiben, werden sie gesund.
John treibt Sport.
John wird gesund.

Hier verwendet man also doch die Implikation X — Y, allerdings muss an diese Implikation
besondere Bedingungen gekniipft werden, die unten genannt werden.

So wire z. B. folgende Ableitung keine kausale Erkldirung: ,,Alle Miinchner sind Deutsche,
Franz ist Miinchner, darum ist Franz Deutscher”. Denn ,,alle Miinchner sind Deutsche* ist
kein Kausalgesetz.

Man konnte eventuell auch vertreten, anstatt der Implikation (wenn — dann) direkt ein Kau-
salgesetz (weil — darum) zu formulieren:

Ax(Fx = Gx): Fiir alle x gilt: weil sie die Eigenschaft F haben, darum haben sie auch die

Eigenschaft G. (Aber eine solche Relation X = Y ist in der Logik nicht definiert.)
Doch normalerweise macht man die Kausalitdt in der kausalen Erkldrung an der logischen

Ableitung fest, z. B.:

Frage: Warum ist John gesund?

Antwort: Weil alle Sportler gesund sind und John ein Sportler ist.
Allerdings besteht hier die Gefahr von Missverstdndnissen. Denn natiirlich wire es falsch zu
behaupten: ,,alle Sportler sind gesund und John ist ein Sportler* ist die Ursache von ,,John ist
gesund® (als Wirkung). Die Kausalitit im engeren Sinne ist eine reale Beziehung zwischen
Ereignissen (Eigenschaften usw.), aber keine logische Beziehung zwischen Aussagen.
Auf die kausale Erkldrung mdchte ich hier aber nicht im Einzelnen eingehen.

Kausal-Relationen lassen sich prinzipiell auf zweierlei Weise feststellen:

— Beobachtung bzw. allgemein Wahrnehmung und Messung
Man beobachtet Phidnomene der empirischen Welt, im Hinblick auf verschiedene Faktoren.
Man stellt z. B. fest, dass Rauchen zu Bronchitis fiihrt und stellt die Kausal-Relation

Rauchen = Bronchitis auf.
— Experiment
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Bei Beobachtungen in der empirischen Welt besteht aber immer die Gefahr, dass man be-
stimmte Faktoren bzw. Variablen {ibersieht. Z. B. konnte es sein, dass Raucher sich haufiger
verkiihlen und daher Bronchitis bekommen. Im Experiment kann man Variablen kontrollieren
und eine Vergleichsgruppe heranziehen.

Zur Bestimmung einer Kausal-Relation ben6tigt man logische (bzw. funktionale) und aufser-
logische Kriterien. Beide seien im nachfolgend aufgezéhlt.

5.3 KAUSALITAT

e Determinismus: p = 1
Normalerweise versteht man unter Kausalitét eine deterministische Beziehung, die also fiir
alle X gilt: p(X *—> Y) =1, z. B. p(Sportler *— gesund) = 1.

Dass p(X *— Y) = 1 gilt, schlieBt nicht aus, dass auch p(Z *— Y) = 1. Logisch gesehen
geht es bei X und Z um hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingungen. Z. B. kénnte e-
benfalls gelten: p(Vegetarier *— gesund) = 1.

Wie schon zuvor in diesem Exkurs verwende ich weiterhin {iberwiegend die Positiv-
Implikation X *— Y anstatt der Normal-Implikation X — Y, weil deren Paradoxien fiir eine
Kausal-Analyse problematisch sind.

Man kann allerdings auch eine statistische Kausalitdit akzeptieren, d. h. 0 <p < 1. Im Bei-
spiel kann man sicher nicht fiir alle Sportler sagen, dass sie gesund sind. Dass hier wenigstens
p > 0 gelten muss, ist trivial; man wird aber normalerweise einen hoheren Wert fordern, z. B.
p > 0,75. Bei statistischer Kausalitit sind ggf. verschiedene Ursachen zu beriicksichtigen
(Multi-Kausalitit), bei deren Kombination man dann doch den deterministischen Wert p = 1
erhilt (vgl. spiter). Allerdings steht dahinter die Frage, ob die Welt grundséatzlich — in ihrer
Tiefenstruktur — deterministisch strukturiert ist, was aber in diesem Rahmen nicht weiter ver-
folgt werden kann.

e hohes n
p =1 kann fiir absolut ganz unterschiedlichen Briiche stehen:

1/1,2/2,3/3,4/4,5/5, 6/6,7/7 ...n/n
Natiirlich spricht normalerweise mehr fiir einen Kausal-Zusammenhang, wenn die Anzahl der
untersuchten Objekt » moglichst hoch ist, wenn man also z. B. moglichst viele Sportler — als
Stichprobe — untersucht bzw. es moglichst viele Sportler gibt.

Bei einem singuldren Zusammenhang wire es besonders problematisch, eine Kausal-
Beziehung anzunehmen. Dass z. B. 1 Sportler gesund ist, reicht sicher nicht fiir ein Kausalge-
setz.

Aber gerade in der Alltagssprache verwendet man oft singuldre Kausalsdtze wie z. B.: ,,Weil
ich hungrig bin, esse ich®“. Wie ist das zu verstehen? Vereinfacht gesagt verwendet man hier
implizit eine kausale Erklarung:

Fiir alle Menschen gilt: wenn sie hungrig sind, essen sie Ax(Fx — Gx)
Ich bin hungrig Fx;
Also (darum) esse ich Gx;

D. h. man bezieht sich doch auf ein allgemeines Gesetz, nur die Ableitung ist singuldr.
Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass der Mensch — als Individuum — u. U. ein ganz speziel-
les Verhalten zeigt, das genau in der Weise nur er selbst so ausiibt. Hier ist eine Erklarung mit
allgemeinen Gesetzen sehr schwierig, dennoch muss man davon ausgehen, dass allgemeine
Gesetze giiltig sind, nur die Randbedingungen sind so extrem, dass sie letztlich zu einer sin-
guldren Erklarung fiihren.
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e Negative Pramisse p =0

Fiir eine Kausal-Relation ,,weil X, darum Y* muss man fordern, dass gilt: p(—X *— Y) =0
bzw. aussagen-logisch: —(—X *— Y), was dquivalent ist mit =X *— —Y.

Also: p(nicht-Sportler *— gesund) = 0.

Wenn ndmlich z. B. gélte: p(nicht-Sportler *— gesund) = 1, dann wére das Sportler sein
sicher nicht die Ursache von Gesundheit. Denn dann wiren gleichermallen alle Sportler und
alle Nicht-Sportler gesund, das Sporttreiben wire also nicht spezifisch fiir Gesundheit. Man
muss allerdings nicht unbedingt p(—X *— Y) = 0 fordern, aber p(—X *—> Y) <p(X *> Y.

o theoretische Wahrscheinlichkeit p' niedrig

Die theoretische Wahrscheinlichkeit ist (bei einer Struktur wie X *— Y) am hochsten, wenn
die Zufallserwartung vorliegt: p = 0,5. Umgekehrt ist sie am niedrigsten, wenn p = 1. Da wir
unter Kausalitdt primdr eine deterministische Beziehung mit p = 1 (oder p = 0) verstehen,
spricht also ein niedriger Wert von p' fiir Kausalitit.

e Linearitit
Wir haben bisher die Kausal-Relation extensional (normalerweise) quantitativ angegeben,
also p(X *— Y) = 1, Beispiel: ,,alle Sportler sind gesund*.

Dabei haben wir aber die Eigenschaften nur qualitativ erfasst, d. h. jemand ist Sportler (ja)
oder nicht (nein), er ist gesund (ja) oder nicht (nein).

Aber es ist auch moglich, die Eigenschaften — intensional — zu quantifizieren. Also im Bei-
spiel: ,,wenn jemand zu r % sportlich ist, dann ist er zu s% sportlich®. In diesem Fall muss
man aber eine /ineare Beziehung fordern, d. h.: ,,je sportlicher jemand ist, desto gesiinder ist
ere.

e Unbegrenztheit

Grundsatzlich sollte ein Kausalgesetzt unbegrenzt sein, d. h. vor allem zeitl/ich und rdumlich
unbegrenzt. Prinzipiell sollte ein Kausalgesetz also infinit sein, fiir eine unendliche grof3e
Menge gelten.

Mit einem solchen Gesetz ergeben sich allerdings besondere Schwierigkeiten. Und in vielen
Bereichen ist es auch angemessen, mit einem finiten Gesetz zu arbeiten. Nur darf ein Gesetz
nicht durch kiinstliche Einschrankungen zu stark eingeengt sein. Z. B. ,,Alle Sportler, die sich
zum Zeitpunkt i am Ort j befinden. So ldsst sich normalerweise kein Kausalgesetz begriin-
den. Auch die Stichprobe, jedenfalls als Zufallsstichprobe, darf nicht durch willkiirliche Fest-
setzungen eingeschrinkt sein.

Angenommen, eine Gruppe von Sportler trifft sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem
Zimmer, um Dopingmittel zu nehmen. Die Aussage, ,,alle Sportler, die zum Zeitpunkt i am
Ort j befinden, sind gedopt* mag zwar wahr sein; man mag auch korrekt ableiten: ,,Sportler
John ist zum Zeitpunkt i am Ort j, ,,also ist John gedopt®. Aber dies taugt nicht als kausale
Erklarung, hat keinen wirklichen Erkldrungswert.

o Zeit

Die Ursache muss der Wirkung zeitlich vorausgehen.

Erst ist jemand Sportler, dann wird eher gesund.

Es ist zu diskutieren, ob es Kausalitdt gibt, bei der kein Zeitabstand zwischen Ursache und
Wirkung besteht. Das wird einerseits im Bereich der Mikrophysik diskutiert, wo es z. B. In-
formationsiibertagung ohne Zeitverzug zwischen Teilchen geben soll. Andrerseits wird im
geistigen bzw. psychischen Bereich postuliert, dass die Wirkung zeitgleich bzw. gleichzeitig
mit der Ursache auftritt. C. G. Jung nannte das Synchronizitdt. Beide dieser bizarren Formen
von Kausalitét sind allerdings umstritten.



586 Kap. 3: META-LOGIK SYNTHETISCH Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

e Raum

Klassisch versteht man unter einer Kausal-Relation eine Beziehung, wo das Ursachen-Objekt
durch eine Kraft Information, Energie oder Materie auf ein Wirkungs-Objekt libertrdgt und
bei diesem eine Verinderung hervorruft. Das heiBt, die Ubertragung erfolgt nicht nur in der
Zeit, sondern auch innerhalb des Raums.

Allerdings ist oft eine rdumliche Ubertragung schwer nachvollziehbar, z. B. auch beim dem
Beispiel: Sportler — gesund.

Vor allem, man kann auch im psychischen Bereich von Kausalitét sprechen, die psychische
Welt, die Welt des Bewusstseins ist aber unrdumlich. Z. B. ,,Weil er wiitend ist, schreit er.
Hier ist es nicht sinnvoll, eine Ubertragung durch den Raum zwischen dem Gefiihl ,,Wut* und
dem Verhalten ,,schreien anzunehmen (wenn man nicht Transportwege iiber die Nervenbah-
nen annchmen will).

¢ Kausalrichtung

Manchmal ist nicht ganz eindeutig, was Ursache und was Wirkung ist.

— Z. B. i1st (bzw. wird) jemand gesund, weil er Sportler ist?

— Oder ist (bzw. wird) jemand Sportler, weil er gesund ist?

Die beste Mdoglichkeit, das zu unterscheiden, ist die Zeit: das, was zeitlich vorausgeht, ist die
Ursache, was zeitlich folgt, ist die Wirkung.

e Mono-Kausalitit
Der Begrift der Mono-Kausalitdt ist nicht eindeutig, man kann zumindest folgende zwei Be-
deutungen darunter verstehen:

— Erstens, man hat eine Ursache X, die vollstindig ausreicht, die Wirkung Y zu erkldren (es
kann aber auch andere Ursachen geben). Logisch ergibt sich hier: p(X *— Y) = 1, X ist also
hinreichende Bedingung flir Y, und zwar in einer deterministischen Beziehung. (Dieser Fall
ist oben im Punkt Determinismus schon abgehandelt.)
— Zweitens, es gibt fiir ein Phidnomen nur eine einzige Ursache: strenge Mono-Kausalitit. Auf
diese Deutung will ich mich im Folgenden beschréanken.

In diesem Fall, wenn z. B. das Sportlersein die einzige Ursache von Gesundheit wire, dann
kéime als logische Struktur die Aquivalenz in Frage.

Bei Verwendung der Positiv-Implikation bzw. Positiv-Aquivalenz ergibe sich:
Sportler *<> gesund. D. h. wenn jemand Sportler ist, ist er gesund. Und wenn jemand gesund
ist, ist er Sportler. Allerdings miisste zusétzlich gelten: —Sportler *<» —gesund.

Bei der Normal-Implikation gilt dagegen: X <> Y <& —X < Y.

Hier ist (bei X <> Y) X also automatisch notwendige und hinreichende Bedingung fiir Y.
Man kann das so formulieren: ,,Dann und nur dann, wenn jemand sportlich ist, ist er auch
gesund“. Und es gilt ebenfalls das Umgekehrte. Somit reicht es hier, nur X <> Y anzugeben
bzw. quantitativ p(X <> Y) = 1.

Nun ist ja denkbar, dass auch gilt: Z <> Y. Ist dann die Mono-Kausalitit aufgehoben?

In dem Fall gilt der Schluss: (X <> Y)A (Z<> Y) = (X <> Z). D. h. X und Z miissen auch
dquivalent sein.

Z. B. angenommen ,,Sportler sein* ist dquivalent mit ,,Gesund sein®“. Und ,,Vollwertkdstler
sein‘ ist ebenfalls dquivalent mit ,,Gesund sein®. Dann miisste gelten, dass alle Sportler Voll-
wertkostler sind und alle Vollwertkdstler Sportler sind. Man konnte allerdings fragen, was
hier die eigentliche Ursache ist (vgl. Schein-Kausalitdt); wenn man nur eine Ursache (z. B. X)
als eigentliche Ursache von Y bestimmt, so bliebe letztlich doch die Mono-Kausalitét erhal-
ten.
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Obwohl das paradox klingen mag, ist bei einer mono-kausalen Aquivalenz X <> Y dennoch
eine Multi-Kausalitat nicht zwingend ausgeschlossen (wie im nédchsten Punkt gezeigt wird).

e Multi-Kausalitit
Auch hier kann man wieder zwei Varianten unterscheiden:
— Erstens, es gibt viele einzelne Ursachen fiir Y: (X; * > Y)A (X * > V) A .. A (X * > Y)
— Zweitens, erst wenn viele Ursachen zusammen realisiert sind, tritt die Wirkung Y auf:
XinXoAN .. AXy ¥ >Y

Es mag quantitativ z. B. gelten: p(X; *> Y)=0,4 A p(X; *>Y)=0,6 A p(X5*>Y)=0,8

So konnte man denken, dass hier gar keine Kausalbeziehung vorliegt. Fasst man allerdings
die verschiedenen Variablen zusammen, so mag sich doch eine deterministische Beziehung
ergeben: p(X; AXo A A X oY) =1

Multi-Kausalitét ist eigentlich der Normalfall, aber sie ist oft implizit. Wir stellen eine ein-
fache Relation p(X *— Y) = 1 auf, sind uns aber nicht bewusst, dass dabei andere Bedingun-
gen miteingehen.

Denkbar ist auch p(X; v X5 v ... v X, *— Y) = 1. Hier reicht also, dass eine von mehreren
Ursachen verwirklicht ist, damit die Wirkung eintritt.

Wie ist aber eine Struktur wie X; A X5 A ... A X, ¥ Y zu interpretieren?
Hier ergeben sich zwei Moglichkeiten:

Erstens, man sieht diese Struktur als multi-kausalen Zusammenhang, da mehrere Ursachen
Xi A Xy AL A Xy die Wirkung Y hervorbringen.

Zweitens, man fasst X; A X; A ... A X, als eine komplexe Ursache zusammen, die dann als
mono-kausale Ursache von Y gilt (eben auf Grund der Aquivalenz-Beziehung). Damit wiirde
das Konzept der Mono-Kausalitidt jedoch relativiert.

5.4 NICHT-KAUSALITAT

Es gibt Relationen und Zusammenhiinge, die Ahnlichkeit mit Kausal-Relationen besitzen, die
man ggf. mit ihnen verwechseln kann, die aber nicht eine echte Ursache-Wirkungs-Struktur
besitzen, jedenfalls keine einfache Struktur.

e [dentitét

Bei Identitiit findet man die logische Struktur der Aquivalenz: X <> Y bzw. X *<> Y. Und es
gibt keinen zeitlichen Unterschied zwischen ,,Ursache® und Wirkung*. Hierzu muss man sich
klarmachen: Bei Identitidt kann man real gar nicht zwischen 2 Objekten unterscheiden, wir
nehmen dasselbe Objekt nur unter verschiedenen Bedingungen wahr, oder wir haben eben nur
zwei Namen und stellen dann fest, dass diese dasselbe Objekt bezeichnen.

Es ist auch moglich, dass nur eine Teilidentitdt besteht. Z. B. konnte es sein, dass Gesund-
heit ein inhédrenter Teil vom Sportlersein ist, dass Gesundheit in die Definition von Sportler
mit eingeht. In diesem Fall besteht eine Teilidentitét, die sich logisch durch die Implikation
darstellt: Sportler *— gesund. Wenn jemand Sportler ist, muss er hier notwendig auch gesund
sein, weil dies eben Teil der Sportleridentitit ist, er also sonst kein Sportler wire.

e Ableitung

Eine tautologische Relation, ein logischer Schluss, kann keine Kausal-Relation sein.

Z. B. X = X bzw. X A Y = X. Allein schon deshalb, weil X natiirlich nicht (dem identi-
schen) X zeitlich vorausgehen kann. Und weil ein Schluss keine neue Information aussagt.

Z. B. ,Er treibt Sport, darum wird er gesund*.
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Hier noch einmal ein Verweis auf die kausale Erkldirung: Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx;

»Wenn alle Sportler gesund sind und John Sportler ist, dann ist John gesund*®.

Hier spielt zwar ein logischer Schluss eine Rolle, Gx; wird logisch abgeleitet, aber das Kau-
sal-Gesetz Ax(Fx — Gx) selbst ist synthetisch, also kein Schluss.

e Wechsel-Wirkung

Bei der Wechsel-Wirkung ergibt sich im deterministischen Fall: p(X <> Y) =1

Eine Verdnderung von X fiihrt zu einer Verdnderung von Y. Diese Verdnderung von Y fiihrt
wiederum zu einer Verdnderung von X. X wirkt auf Y ein. Y wirkt dann auf X zuriick (Feed-
back).

Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

— X wird durch das Feedback verstirkt, der Wert von X wird erhoht (positives Feedback)

— X wird abgeschwécht, der Wert von X wird erniedrigt (negatives Feedback)

Hier muss der 1. Zustand von X (X;) dem ersten Zustand von Y (Y) zeitlich vorausgehen,
darauf folgt wiederum ein Zustand von X (X;) usw. Eine genaue Analyse der Wechselwir-
kung erfordert eine aufwendigere quantitative Analyse.

e Kausal-Reihe
Die Struktur bei 3 Variablensei: X > Z —> Y.

Z. B. Sport - Muskeltraining — Gesundheit.
Also: Sport flihrt dazu, dass die Muskeln trainiert werden, und das hat dann den positiven
Effekt auf die Gesundheit. Mit dieser Kausalreihe haben wir wohl keine Probleme, wir kon-
nen dennoch Sport als die primdre Ursache akzeptieren. Aber was ist mit der folgenden Rei-
he?

Sport — Beliebtheit — Gesundheit
Nehmen wir einmal vereinfachend an, alle Sportler seien beliebt; und dass Beliebtheit ein
psychosomatischer Faktor ist, der die Gesundheit fordert, die korperliche Bewegung selbst
aber keinen besonderen Gesundheitseffekt besitzt. Hier hitten wir sicher Probleme, Sport als
die (oder eine) echte Ursache von Gesundheit zu akzeptieren.

¢ Schein-Kausalitét
Es gibt aber noch ein groferes Problem bei der Struktur X - Z —» Y, z. B.:

Sport — Vollwertkost — Gesundheit
Es gilt im Beispiel: 70% Sportler sind gesund, es gibt also eine hohe Korrelation von Sport zu
Gesundheit. Wir vermuten daher, dass Sport ein wichtiger Kausalfaktor fiir Gesundheit ist.
Aber die Sportlichkeit ist nicht die eigentliche Ursache des Gesundseins. Es gibt einen zusdtz-
lichen Faktor, z. B. gesunde Erndhrung (Vollwertkost).

Und zwar korrelieren Sport und Vollwertkost total in unserem Beispiel, d. h. 100% der
Sportler sind Vollwertkdstler.

Der Kausal-Zusammenhang ldsst sich folgendermafen priifen: Wir untersuchen die Nicht-
Sportler. Wir stellen fest, dass 40 % der Nicht-Sportler auch Vollwertkostler sind; von denen
sind aber 90% gesund. (Von den Nicht-Vollwert-Essern seien nur 20% gesund.). Es zeigt sich
also, dass Sport hier gar nicht die Gesundheit befordert, sondern sogar ein ungiinstiger Faktor
ist. Der Sport ist hier also nur die Schein-Ursache der Gesundheit, die wahre Ursache ist die
Erndhrung.

e Zufall
Ist es denkbar, dass bei hoher Korrelation keinerlei Kausalitét besteht (aber auch nicht Identi-
tit usw.), sondern purer Zufall? Offensichtlich ja.
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Ahnliche Verhiltnisse kennen wir beim Gliicksspiel, das ja nur auf Zufall beruht. Z. B. beim
Roulette. Jeder Kugelwurf beim Roulette ist ein singuldres Ereignis, das unabhingig ist von
vorhergegangen Kugelwiirfen. Dort haben die Farben rot und schwarz die gleichen Chancen,
da es 18 rote und 18 schwarze Zahlen gibt. Von daher ist ein Ausgleich z. B. von rot und
schwarz immer das wahrscheinlichste. Aber es kann eben auch 10mal oder mehr nacheinan-
der rot kommen, obwohl das sehr unwahrscheinlich ist. Wenn man so will, besteht hier eine
,Korrelation zwischen Kugelwurf und Farbe, aber es kann unmoglich Kausalitit bestehen
(das habe ich bereits ausfiihrlich beschrieben).

Im Grunde sind die Verhéltnisse bei der Kausal-Analyse noch viel komplizierter, man muss
immer auch die negativen Fille priifen, sollte immer auch Test-Variablen einfithren usw.,
aber ich wollte hier nur das Wesentliche darstellen, aullerdem nicht zu sehr in die Statistik
iibergleiten.

5.5 KAUSAL-FEHLER

Wie oben schon angedeutet, gibt es verschiedene Fehlermoglichkeiten bei der Kausalanalyse.

Ein sehr wichtiger Aspekt der Kausalanalyse ist daher die Vermeidung von Fehlern. Dabei

muss man sich bei der Kausalanalyse vor allem vor zwei Fehlern hiiten:

e Fehler 1: eine Abweichung von der Zufalls-Erwartung irrtlimlich fiir eine Abhdngigkeit zu
halten

e Fehler 2: das Eintreffen der Zufalls-Erwartung irrtiimlich fiir eine Unabhdngigkeit zu halten

5.5.1 Kausal-Fehler 1

Zu Fehler 1: Angenommen man wirft 10mal eine Miinze, dann wire die Zufalls-Erwartung,
dass 5 mal Zahl und 5mal die Riickseite (Bild) kommt. Macht man diesen Versuch aber real,
so zeigt sich, dass man kaum je dieses Ergebnis erhdlt. Angenommen es kommt 7mal Zahl
und 3mal Bild, ist das schon ein Zeichen, dass hier eine kausale Abhéngigkeit vorliegt? Of-
fensichtlich nicht, denn es handelt sich beim Werfen einer Miinze um ein Gliicksspiel. Zwi-
schen den Wiirfen besteht normalerweise Unabhdngigkeit. Das Ergebnis weicht zufillig von
der Zufalls-Erwartung ab. Man kann erwarten, dass sich bei sehr groem ,n’ (bzw. auf lange
Sicht) die Treffer mit Miinze und Bild in etwa ausgleichen, dies ist aber nicht gesichert. Und
wihrend sich die Zufalls-Erwartung rein mathematisch fest bestimmen ldsst, erfordert die
Beschreibung des realen Auftretens von Haufigkeiten empirische Gesetze, die nie so exakt
sind wie mathematische Gesetze.

Auch bei der Untersuchung empirischer Ereignisse, zwischen denen eine (z. B. kausale)
Abhiéngigkeit bestehen kann, sieht man nicht gleich jedes Abweichen von der Zufalls-
Erwartung als einen Kausal-Zusammenhang. Sondern erst ab einer gewissen Grof3e der Ab-
weichung, einer signifikanten Abweichung, ist man bereit, Kausalitit zu unterstellen.

5.5.2 Kausal-Fehler 2
Zu Fehler 2: Auch wenn man bei einer empirischen Untersuchung ein Ergebnis bekommt,
dass der Zufalls-Erwartung entspricht oder nahe an ihr dran ist, ist damit ein Zusammenhang
noch nicht ausgeschlossen.

Einerseits kann es sich auch hier um zufdllige Abweichungen handeln. Z. B. untersuche ich
50 Elemente einer Menge von 100 Elementen, davon haben 25 die Eigenschaft F und 25
nicht. Es liegt also exakt die Zufalls-Erwartung vor. Es konnte aber passieren, obwohl es
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nicht wahrscheinlich ist, dass wenn man weiter untersucht, alle weiteren 50 Elemente die
Eigenschaft F haben, man also insgesamt ein Verhéltnis von 75 zu 25 erhélt, was sehr wohl
fiir eine Abhdngigkeit spricht, wenn auch eine deterministische Kausalitit ausgeschlossen ist.

AuBlerdem konnen andere (Kausal-) Faktoren reinspielen, welche die Beziehung beeinflus-
sen (Storgrofen).

5.5.3 Zusammenfassung
Ich fasse einige wesentliche Aspekte der Kausalanalyse noch einmal anhand eines klassischen
Beispiels zusammen:

Man stellt zunichst eine funktionale Abhdngigkeit zwischen folgenden Ereignissen fest:
X =es regnet, Y = die Strasse ist nass.

Der Zusammenhang ist: ,,Wenn es regnet, dann gilt: die Straf3e ist nass“. X —» Y.
Hier sind vor allem folgende Faktoren relevant:
o Gesetzmdpigkeit: der Zusammenhang muss normalerweise in allen Féllen auftreten, also
immer und iiberall. Logisch: p(es regnet — die Strasse ist nass) = 1
e Die Ursache geht der Wirkung zeitlich voraus: erst regnet es, dann wird die Strasse nass
(das fiihrt iiber die Logik hinaus).
¢ Bei Kausalitét in der materiellen Welt: Es erfolgt ein Transport von Materie, Energie oder
Information, im Beispiel wird Wasser vom Himmel auf die Erde transportiert (das fiihrt e-
benfalls {iber die Logik hinaus).

Fehler begeht man grundsétzlich, wenn man die Korrelation nicht geniigend absichert, wenn
man den Zeitverlauf nicht beachtet und keine Erklarung fiir den Weg der Verursachung anbie-
tet.
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